BE

Analysis

Aufgabengruppe 1

1 Gegeben ist die in IR" definierte Funktion h: x > 3x-(-1+Inx).

Abbildung 1 zeigt den Graphen G, von h im Bereich 0,75 <x<4.
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Abb. 1

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an G, im Punkt (e|0) und
berechnen Sie die GroRe des Winkels, unter dem diese Tangente die
x-Achse schneidet.

(zur Kontrolle: h'(x)=3-Inx)

b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von G, . Geben Sie den
Grenzwert von h flr X —+oo an und begriinden Sie, dass [-3;+oo[ die
Wertemenge von h ist.

¢) Geben Sie fur die Funktion h und deren Ableitungsfunktion h' jeweils das
Verhalten fur x -0 an und zeichnen Sie G, im Bereich 0 <x<0,75 in
Abbildung 1 ein.

Die Funktion h*: x > h(x) mit Definitionsmenge [1;+x[ unterscheidet sich
von der Funktion h nur hinsichtlich der Definitionsmenge. Im Gegensatz zu h
ist die Funktion h* umkehrbar.

(Fortsetzung néchste Seite)



d) Geben Sie die Definitionsmenge und die Wertemenge der Umkehr-
funktion von h* an. Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts S
des Graphen von h* und der Geraden mit der Gleichung y =X.

(Teilergebnis: x-Koordinate des Schnittpunkts: e’ )

e) Zeichnen Sie den Graphen der Umkehrfunktion von h* unter Verwen-
dung der bisherigen Ergebnisse, insbesondere der Lage von Punkt S, in
Abbildung 1 ein.

f)

Schraffieren Sie in Abbildung 1 ein Flachenstlck, dessen Inhalt A, dem

XS
Wert des Integrals I(X —h*(x))dx entspricht, wobei xg die x-Koordinate
e

von Punkt S ist. Der Graph von h*, der Graph der Umkehrfunktion von
h* sowie die beiden Koordinatenachsen schlief3en im ersten Quadranten
ein Flachenstlck mit Inhalt A ein. Geben Sie unter Verwendung von A,
einen Term zur Berechnung von A an.

2 Abbildung 2 zeigt den Graphen einer in [0;16] definierten Funktion
V:t> V(t). Sie beschreibt modellhaft das sich durch Zu- und Abfluss
andernde Volumen von Wasser in einem Becken in Abhangigkeit von der
Zeit. Dabei bezeichnen t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in
Stunden und V (t) das Volumen in Kubikmetern.
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a) Geben Sie mithilfe von Abbildung 2 jeweils naherungsweise das
Volumen des Wassers funf Stunden nach Beobachtungsbeginn sowie
den Zeitraum an, in dem das Volumen mindestens 450m? betrégt.

b) Bestimmen Sie anhand des Graphen der Funktion V ndherungsweise die
momentane Anderungsrate des Wasservolumens zwei Stunden nach
Beobachtungsbeginn.

c) Erlautern Sie, was es im Sachzusammenhang bedeutet, wenn fur ein
t €[0;10] die Beziehung V(t+6)=V(t)—350 gilt. Entscheiden Sie mit-
hilfe von Abbildung 2, ob fur t =5 diese Beziehung gilt, und begrinden
Sie Ihre Entscheidung.

In einem anderen Becken andert sich das Volumen des darin enthaltenen
Wassers ebenfalls durch Zu- und Abfluss. Die momentane Anderungsrate
des Volumens wird fiir 0 <t <12 modellhaft durch die in IR definierte Funk-
tion g:t—>04 -(2t3—39t2+180t) beschrieben. Dabei ist t die seit Beobach-
tungsbeginn vergangene Zeit in Stunden und g(t) die momentane Ande-
rungsrate des Volumens in mTB

d) Begrunden Sie, dass die Funktionswerte von g fur 0 <t < 7,5 positiv und
fur 7,5 <t <12 negativ sind.

b
e) Erlautern Sie die Bedeutung des Werts des Integrals Ig(t)dt far
a

0<a<b<12 im Sachzusammenhang. Berechnen Sie das Volumen des
Wassers, das sich 7,5 Stunden nach Beobachtungsbeginn im Becken
befindet, wenn zu Beobachtungsbeginn 150m>® Wasser im Becken wa-
ren. Begrinden Sie, dass es sich hierbei um das maximale Wasser-
volumen im Beobachtungszeitraum handelt.
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1 Gegeben ist die Funktion f mit \ y

Analysis

Aufgabengruppe 2

f(x) :2e‘x-(2e‘X —1) und x elR.
Abbildung 1 zeigt den Graphen

G, von f sowie die einzige Null- \
stelle x=In2 von f.
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Abb. 1

a) Zeigen Sie, dass fiir den Term der Ableitungsfunktion f' von f gilt:
f'(x)= 2e‘x-(1—4e‘x).

b) Bestimmen Sie rechnerisch Lage und Art des Extrempunkts von G;.
(Teilergebnis: x-Koordinate des Extrempunkts: In4)

Zusatzlich ist die Funktion F mit F(x)=2e™* —~2e™* und x IR gegeben.

c) Zeigen Sie, dass F eine Stammfunktion von f ist, und begrinden Sie

anhand des Terms von F, dass Ilim F(x)=0 gilt.
X—>+00

d) Der Graph von F verlauft durch den Punkt (In2]0,5). Begriinden Sie
ohne weitere Rechnung, dass F keine gro3eren Werte als 0,5 annehmen
kann und bei x =In4 eine Wendestelle besitzt. Berechnen Sie die
y-Koordinate des zugehorigen Wendepunkts.

e) Zeichnen Sie den Graphen von F unter Berlcksichtigung der bisherigen
Ergebnisse sowie des Funktionswerts F(0) im Bereich -0,3<x<3,5 in
Abbildung 1 ein.

f) Der Graph von f schlief3t mit den Koordinatenachsen ein Flachenstlck
ein, das durch das Dreieck mit den Eckpunkten O(0|0), P(In2]0) und
Q(0|2) angenéhert werden kann. Berechnen Sie, um wie viel Prozent
der Flacheninhalt des Dreiecks OPQ vom Inhalt des Flachenstlicks ab-
weicht.
(Fortsetzung néchste Seite)
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X
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F, mit Fy(x) :jf(t)dt und x € IR.
0

g) Begrinden Sie, dass F, mit der betrachteten Stammfunktion F von f
ubereinstimmt. Interpretieren Sie geometrisch den Wert F, (2) ~ 0,234
mithilfe von in Abbildung 1 geeignet zu markierenden Flachensticken.

h) Geben Sie den Term einer in IR definierten Funktion an, die eine Stamm-
funktion, aber keine Integralfunktion von f ist.

Zur Modellierung einer Zerfallsreihe wird vereinfachend davon ausgegangen,
dass sich in einem Gefal} zu Beginn eines Beobachtungszeitraums
ausschlielich der radioaktive Stoff Bi211 befindet. Jeder Atomkern dieses
Stoffs Bi211 wandelt sich irgendwann in einen Kern des radioaktiven Stoffs
T1207 um und dieser wiederum irgendwann in einen Kern des Stoffs Pb 207.
Abbildung 2 zeigt diese Zerfallsreihe schematisch.

CBiztt >——— 71207 >————Pb207 D

Abb. 2

Der zeitliche Verlauf des Bi211-Anteils, des TI207-Anteils und des Pb 207-
Anteils der Kerne im Gefal lasst sich durch die in IR definierten Funktionen
B, F bzw. P beschreiben, deren Terme der folgenden Tabelle zu entnehmen
sind. Dabei ist F die in Aufgabe 1 betrachtete Funktion.

Bi211 | TI207 | Pb 207
B(x)=e | F () | P(x)=1-B(x)-F()

FUr jede der drei Funktionen bezeichnet x>0 die seit Beobachtungsbeginn
vergangene Zeit in der Einheit 6 Minuten. Beispielsweise bedeutet

P(1) ~ 0,400, dass sechs Minuten nach Beginn der Beobachtung etwa
40,0% aller Kerne im Gefalt Pb 207-Kerne sind.

a) Bestimmen Sie jeweils auf zehntel Prozent genau die Anteile der drei
Kernsorten zwdlf Minuten nach Beobachtungsbeginn.

b) Ermitteln Sie unter Verwendung von Ergebnissen aus Aufgabe 1 den
Zeitpunkt auf Sekunden genau, zu dem der Anteil von T1207-Kernen im
Gefal® am groften ist.

¢) Begrinden Sie rechnerisch, dass zu keinem Zeitpunkt die Anteile der drei
Kernsorten gleich grof3 sind.
d) Weisen Sie mithilfe des Terms der Funktion P nach, dass lim P(x)=1

X—>+00
gilt, und interpretieren Sie diesen Grenzwert im Sachzusammenhang.



