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1 Losungen

1.1 zu Aussagenlogik und Mengentheorie

Lésung zu A.1.1
Im Folgenden wenden wir die im Heft angesprochenen Regeln zur Verneinung an.

a)

b)

e)

Hier kénnen wir einfach die Aussage verneinen und erhalten:
Vanilleeis schmeckt nicht gut.

Bei dieser Aussage liegt eine ,und“ VerknUpfung vor, sodass wir die beiden Aussagen ver-
neinen und das ,und“ zum ,oder* umwandeln. Mit A = ,Vanilleeis schmeckt gut* und B =
L~anilleeis ist teuer” erhalten wir:

—-A \Y B
Vanilleeis schmeckt nicht gut oder ist teuer.

An dieser Stelle befindet sich eine Aussage mit ,es gibt“, also dem Existenzquantor. Dies
verneinen wir, indem wir den Teil in den Allquantor umwandeln und erhalten mit A =,Eissorte
schmeckt gut” x = Eissorte:

Vv x —A
Jede Eissorte schmeckt nicht gut.

Bei dieser Aussage handelt es sich um eine ,es gibt* Konstruktion in Verbindung mit einer
,und“ Aussage. Zunéchst wandeln wir die ,Existenzaussage® zu einer ,fur alle” Aussage um
und verwenden fur die Verneinung des logischen ,und® die bereits angesprochene Regel
und wir erhalten mit A = ,Eissorte schmeckt gut* und B = ,Eissorte ist teuer*:

vV x -A Y% B
Jede Eissorte schmeckt nicht gut oder ist teuer.

Diese Aussage ist komplizierter als nétig formuliert. Schauen wir genauer hin, steht dort
lediglich, dass es ein gut schmeckendes Eis gibt, das nicht teuer ist, sodass wir durch Ver-
neinung mit A = ,Eissorte schmeckt gut* und B= ,Eissorte ist teuer”

v X €A B
Jede Eissorte, die gut schmeckt, ist teuer.

erhalten.
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f) Bei dieser Aussage handelt es sich um eine Implikation. Im Heft haben wir die Regel
A—-B < -AVB

gezeigt. Verneinen wir nun die dquivalente Darstellung mit A = ,Eissorte schmeckt gut® und
B = ,Eissorte ist teuer”, so erhalten wir:

A A -B
Die Eissorte schmeckt gut und ist nicht teuer.

g) Im letzten Beispiel handelt es sich um eine Aquivalenz, die bedeutet, dass stets beide Aus-
sagen zusammen wahr oder zusammen falsch sind. Verstehen wir die Aquivalenz als Impli-
kation in beide Richtungen, soistA«+ B = (A — B) A (B — A). Mit Hilfe des letzten Beispiels
und der Verneinung des logischen A erhalten wir fiir A = ,Eissorte ist teuer” und B = ,Eissorte
schmeckt gut™:

A A -B Y -A A B
(Eine Eissorte ist teuer und schmeckt nicht gut) oder (ist nicht teuer und schmeckt gut).

Lésung zu A.1.2

a) Wirverneinen diese Aussage, indem wir statt des Existenzquantors den Allquantor benutzen,
den Zusatz n € N unverandert lassen und die nachfolgende Aussage verneinen. Dies ergibt

vYneN : n# 2mod3.

b) In diesem Fall liegt sowohl der Allquantor als auch der Existenzquantor vor. Diese werden
bei der Verneinung umgedreht. Die Zusatze x € R und n € N werden Ubernommen und die
abschlieBende Aussage wird verneint, sodass wir

dxeRVneN : n<x
erhalten.

c) Diese Aussage sieht auf den ersten Blick komplizierter aus, wenn wir die einzelnen Regeln
anwenden, erreichen wir das Ziel wie in den bisherigen beiden Aufgaben. Zunachst drehen
wir alle Quantoren um, also aus V wird 3 und andersherum. Die Zusétze g € G sowie e € G
behalten wir bei und die Aussage zum Schluss wird negiert. Da diese Aussage komplizierter
ist, gehen wir sukzessive vor und schreiben den Teil in der Mitte ausfihrlicher:

~(VvgeG@g 'eGrecG) igx+g ' =e)

~(VgeG(@Eg 'cGrIecG) :gxg ' =€)
VgeG-(3g ' €GArecG) :igxg ' =¢)
VgeG (Vg 'eGvveecG) :~(g*+g ' = e)

VgeG (Vg 'eGvvecG) :((gxg ' #e

Lésung zu A.1.3
Wir stellen zu beiden Aufgabenteilen Wahrheitstafeln auf und Uberpriifen, ob die Aussagen links
und rechts vom Gleichheitszeichen die gleichen Wahrheitsgehalte liefern:



1.1 zu Aussagenlogik und Mengentheorie 7

a) Insgesamt betrachten wir zwei Aussagen A und B, sodass wir insgesamt 4 Falle betrachten
mussen. In diesem Fall lautet die Wahrheitstafel:

A BIA«+B|A—-B|B—-A|A—B AB = A
wow w w w w
w o f f f w f
f w f w f f
fof w w w w

b) Inder zweiten Aufgabe handelt es sich um insgesamt drei Aussagen, sodass wir mit unserer
Regel 8 Falle betrachten mussen. Wir starten dabei mit den Bldcken (w, w, w, w) und (f, f,
f, f) fur die Aussage A, mit (w, w), (f, f), (w, w), (f, f) fir die Aussage B und w, f, w, f, w, f, w,
f fir die Aussage C. Zu besseren Ubersicht starten wir mit der Negation und den einzelnen
durch A verknlpften Aussagen:

A B C|-A B -C|-A—-B|BAA (BANA)—»-C|CVv-A (Cv-A)—-B
w w w| f f f w w f w f
w o w f f w w w w
w f w/| f w f w f w w w
w f f f wow w f w f w
f ow w| w f f w f w w f
f ow | w f w w f w w f
f f w|w w f f f w w w
f f flw w w f f w w w
BAC —(BAC) AA—=(BAC) | (FA—=B)A((BANA)— -C)A((CV—-A) — —B)
w f f f
f w w
f w w w
f w w w
w f f f
f w f f
f w f f
f w f f

Wir sehen also, dass die Wahrheitsgehalte der Aussagen links und rechts vom Gleichheits-
zeichen Ubereinstimmen und die Gleichheit somit gilt.

Lésung zu A.1.4
Anhand der bekannten Definition gilt:

a) Ist keine Menge, da der Wert a zweifach auftritt und somit die Unterscheidbarkeit der Ele-
mente nicht gewahrleistet ist.

b) In diesem Fall ist keine Regel von Mengen verletzt, sodass es sich bei B um eine Menge
handelt.
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Lésung zu A.1.5
Anhand der Regeln zu Rechenoperationen von Mengen ergibt sich:

e AUB =1{1,2,3,4,a,b,c,d, aa, ab, ac, ad, bb, cc}, da in der Vereinigung alle Elemente
(jeweils einfach) enthalten sind. Visuell sédhe dies folgendermaf3en aus:

A B

e AN B ={1,2,4a,b,d, bb}, daim Schnitt genau die Elemente enthalten sind, die in beiden
Mengen vorkommen. Visuell lieBe sich dies folgendermafen darstellen:

A B
aa c
3
ad
4

e A\ B = {3, 4, c, aa, ad}, da wir alle Elemente aus A betrachten, die nicht gleichzeitig in B
liegen. Visuell stellen wir dies durch folgende Grafik dar:

e B\ A = {ac, ad, cc}, da wir alle Elemente betrachten, die in B aber nicht gleichzeitig in A
liegen. Visuell bedeutet dies:
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Lésung zu A.1.6
a) Zunéachst erkennen wir, dass eine Aquivalenz zu zeigen ist.

Bevor wir uns Gedanken machen, ob jeglicher Schritt im Beweis &quivalent ist, split-
ten wir den Beweis auf und beweisen

(@1, b1) = (a2, b2) = (ay =az) A(by =bo).
Um den Aufwand weiter zu verkleinern, zeigen wir zunachst
(@1, b1) = (a2, b2) = (ay =ap).

Diese Vereinfachungen sind nicht notwendig, strukturieren allerdings den Beweis und lassen
uns kleinere Schritte fokussieren. Da wir eine Implikation zeigen wollen, durfen wir die linke
Seite als gegeben voraussetzen. Seien also zwei geordnete Paare (aq, b;) und (a», bo) mit
(a1, bq) = (as, bo) gegeben. Bei den meisten Beweisen starten wir mit der Betrachtung der
Definition, fur die wir jedoch eine Fallunterscheidung benétigen. Betrachten wir zunachst
a # by, so ist per Definition

(@1, b1) = {a1,{a1,b1}}

eine Menge mit zwei Elementen, die jeweils wieder Mengen sind. Daraus folgt jedoch, dass
a» # b, gelten muss, denn sonst wére

{ay,{a1, b1}} = (a1,b1) = (@2, b2) = { {az} },
—_ —

zwei Elemente ein Element

sodass wir eine Gleichheit von zwei zwei-elementigen Mengen haben:

{ar, {a1,b1}} = {az, {a2, ba}}

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn ihre Elemente Ubereinstimmen, sodass fiir das
Element {a4} folgt, dass

{a1} = {a2} oder{ai} = {an {b2}}

gelten muss. Betrachten wir die zweite Gleichung, so wird ersichtlich, dass diese Gleichheit
nie erflllt sein kann, da wir eine Menge mit einem Element auf der linken Seite und eine
Menge mit zwei Elementen auf der rechten Seite vergleichen. Demnach folgt

{ar} = {a2}.
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Analog erhalten wir, dass

{a1, b1} ={az, ba}

gelten muss. Da bereits a; = a, qilt, folgt somit, dass by = b, gilt.

Betrachten wir nun den fehlenden Fall, dass a; = by gilt. Dann ist (a4, by) = {{ay}}. Damit
folgt, dass auch a, = b, gilt, denn sonst hatten wir erneut die Gleichheit einer Menge mit
einem Element und einer Menge mit zwei Elementen, welche nicht mdglich ist. Insgesamt
folgt

(@1,b1) = (az2,b2) = {{a1}} = {{a2}} = {a1} = {a2} = a1 = a

und wir haben die Hinrichtung bewiesen.

Fir die Ruckrichtung nehmen wir nun an, dass a; = a, und b; = b, gilt. Damit folgt
trivialerweise (a4, b1) = (a», bo), da auf beiden Seiten des Gleichheitszeichen das Gleiche
steht.

Der zweite Beweis ist ein klassischer Beweis fiir Mengen. Erneut fallt uns die Aquivalenz
ins Auge, sodass wir uns zunachst auf die einzelnen Implikationen fokussieren:

Hinrichtung: =
Wir wollen zeigen, dass

(ACB) = (AUB=B)

gilt. Dafir dirfen wir die linke Seite als gegeben hinnehmen, es sei also A C B.

Als N&chstes betrachten wir die nun zu zeigende Aussage:
AuUB =B

Es handelt sich um eine Gleichheit von zwei Mengen. Ahnlich wie bei der Aquivalenz zeigen
wir nicht direkt die Gleichheit, sondern jeweils die Teilmengeneigenschaft. Wir méchten also
zeigen, dass

i B Cc AuB
und
iy AuB C B

gelten.
i)
Fir den Beweis einer Teilmenge miissen wir zeigen, dass jedes Element der einen Menge

automatisch Element der Obermenge ist. Dies ist in diesem Fall trivialerweise korrekt, denn
far beliebiges x € B gilt

XeEB = xeBV xcA = xcBUA.

Das logische ,oder" ist bereits wahr, wenn eine der Aussagen, also x € B wahr ist.
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i)

Far die zweite Teilmengeneigenschaft gehen wir analog vor. Erneut méchten wir zeigen,
dass jedes Element bereits Element der zu zeigenden Obermenge ist. Sei dazu x e AUB
beliebig, so gilt mit der Voraussetzung A C B

nach Voraussetzung
xe€AUB = xeAvxeB = xeBvxeB = xeB.

Insgesamt haben wir beide Teilmengeneigenschaften gezeigt und somit auch die Gleichheit
der Mengen.

Riickrichtung: <
Statt die Ruckrichtung direkt zu zeigen, wahlen wir an dieser Stelle den indirekten Beweis.
Statt

(AuB = B) = (ACB)
zeigen wir
(AZB) = AUB # B.

Dies bedeutet nicht, dass es keine direkte Methode gibt. Wir entscheiden uns nur fir eine
mogliche andere Idee. In diesem Fall finden wir ein Element x € A, welches nicht in B liegt,
denn andernfalls wirde die Teilmengeneigenschaft gelten. Flr dieses fixierte x gilt aber nun

xXeA = xeAvxeB = xe€AUB, aber nach Vorraussetzung ist x ¢ B,

sodass die Gleichheit AUB = B bereits widerlegt ist. An dieser Stelle sehen wir nochmal
die Eigenschaft des logischen ,oders®. Wir wissen bereits, dass x nicht Element von B ist
und trotzdem ist die Aussage x € AV x € B immer wahr, wenn wir bereits wissen, dass x € A
liegt.

Lésung zu A.1.7

a) Nach den Regeln fiir komplexe Zahlen gilt:

o ath = (1+/)+(2-3i) = (1+2)+(1-3).i = 3-2.]
ea-b=(1+)—(2-3) = (1-2)+(1+3)-i = —1+4.i
eab=(1+i)(2-317) = (1-2+1-3)+(1-(~3)+1:2)-/ = 5

a  A+i (1+0)-(2+3-i) (1-2-1-3)+(1-3+1-2)-1)

e — = = = = — +

b~ 2-3.7 (2-3-))-(2+3-1) 4+9

‘—L
| on

—_
w
—_
w

b) Die Aussagen bewerten wir wie folgt:

o falsch, denn der Betrag von a lautet |a| = V12+12 = /2
e richtig
e richtig

o falsch, denn der Imaginarteil von a lautet 1. Sowohl der Real- als auch der Imaginarteil
sind reelle Zahlen und fiihren keine imaginare Einheit mit sich.
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Lésung zu A.1.8

a)

b)

Bei dieser Gleichung gehen wir wie in R vor und es folgt

2

22 1=0 & 22=1 & z=1Vz=-1.

Hier wenden wir die pg-Formel an und es folgt:

722-2.z+43 = 0
2
<~ Z1’2 = %i (%) -3
< Z42 = 1£/-2
< 242 = 1:|:\/§I

Damit erhalten wir die beiden Lésungen z=1+v2-jundz=1—+/2.i.

Bei dieser Aufgabe bringen wir den rechten Teil der Grenze zuné&chst in die Polarkoordina-
tenform. Wir berechnen den Betrag und den Winkel durch

i = V02+12 = V1 =1 und a = .

2
Da wir die dritte Potenz betrachten gilt n = 3 und wir berechnen fir k=0, 1, 2

3

, [T a0 ke 2,
B e B =1.¢ez2kmi o 7o g5tT3k

Insgesamt erhalten wir die drei Lésungen:

j. T
Z4 = € 6
22 = ei'%+2-§‘l
23 = eI%+4§I

Bei der letzten Gleichung wenden wir erneut die pg-Formel an. Das Auftreten von komplexen
Koeffizienten dndert am Vorgehen nichts. Es gilt:

z2-3.z+3+i = 0
2

- 3 3\ _3_
& Zip = 5= (2) 3—i

_ 3 9 i
<~ 21,2 - éi Z*S*I

- 3 _3_j
< 212 = 2:|: 7z

Es bleibt somit die Bestimmung der Wurzel. Dazu stellen wir die komplexe Zahl um und
erkennen, dass sich die Wurzel in diesem Fall sehr elegant mit Hilfe der quadratischen Er-
ganzung lésen lasst. Es gilt

3 —3-4. 1-4.j-4 1-4.j+4.2 (1-2.0)2

2 ' 7% - a1  *° 4 R

Wer diesen Weg nicht sieht, kann mit den bekannten Methoden zum Ziehen von Wurzeln
komplexer Zahlen vorgehen und beispielsweise die Polarkoordinaten benutzen. Auf diese
Weise mussen wir jedoch nicht explizit sin und cos auswerten, um eine Darstellung in der
Form a+b-i zu erhalten. Mit obiger Uberlegung folgt nun

3 (1-2-0)2 3 1-2.i
21!2 = éi f = éil: 2
1-2.i 3 1-2.i

=2—iund22=§— 5 = 1+].

und wir erhalten die beiden Lésungen zy = g+
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Lésung zu A.1.9

a) Im ersten Beispiel betrachten wir die Ungleichung
Re(z) > 1.

Dies ist fir z=a+b-i mit a,b € R &quivalent zu a > 1 und die Menge lasst sich durch
folgenden schraffierten Bereich in ein Koordinatensystem zeichnen:

TIITIIIII I T T T I I I I I I 7T 77T T T I T I I 7 77
0 00000000005000055505555555555.
0 000000000000000000000000000050000
U 0000000000000000000000000)
L 0000000000000000005050000000007
A R o
0 00000000000000000000000500005400)
U 0000000000000000000020000000
0 0000000000000000000000005000050007!
8 A A A A A
0 00000000000000000000000000000050007!
0 000000000000000000000000000050000
U 000000000000000000000000000
0 0000000000000000000000000000077
0 00000000000000000000000)
0 000000000000000000000050000520700
U 00000000000000000000000000)
0 000000000000000000000000000005007!
6 A Y
000555555555500505555555555555555555555555!
0 0000000000000000000000000000005550)
0 00000000000000000000000005050050007!
0 000000000000000000000000000050000
A A A A A A A
0 0000000000000000050000
0 0000000000000000000000000)
U 000000000000000000000000000005057
U 0000000000000000000000000000
4 A A A A
S 000000000000000000000000)
0 0000000000000000000000000505005007!
0 00000000000000000000000000005000)

2002022022222222225227202227 22222272277
YIIIII IS0 77777777707777)
117007 7 7 77077 7777

AR ARRARARRRRRRRaaaaaassaaapaaaaiaaad

A A R o008
o R )

_8 _6 —4 _2 A A s oy
A A

b) In diesem Fall betrachten wir die Gleichung

z| < 4
Mit Anwendung des Betrags und anschlieBender Quadrierung ergibt sich fir z=a+b-i
Izl <4 & Va2+b2 < 4 & a®+b? < 16.

Dies ist eine klassische Kreisgleichung mit Radius 4, denn stellen wir dies nach b um, erhal-
ten wir

b?> < 16 —2a°.

Ziehen wir nun die Wurzel, missen wir beachten, dass vb? = |b| gilt, sodass wir zwei Vor-
zeichen erhalten:

b =+v16—-a?

Somit erhalten wir zwei Kurven fir b als Variable in Abhangigkeit von a, die einen Kreis erge-
ben und sich durch folgende schraffierte Flache in ein Koordinatensystem zeichnen lassen:
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zu Abbildungen

Lésung zu A.2.1
Dies beantworten wir, indem wir die nétigen Regeln fir Aquivalenzrelationen durchgehen. Zur
Wiederholung fassen wir die zu zeigenden Eigenschaften nochmal fir eine Menge R zusammen:

Reflexivitdt : Va: (a,a)eR
Symmetrie : Ist(a, b) € R, so giltauch (b,a) e R
Transitivitdt : Sind (a, b), (b, c) € R, so gilt auch (a,c) e R

o Reflexivitat:
Da es sich lediglich um die Elemente 1, 2 und 3 handelt, ist die durch diese Menge induzierte
Relation reflexiv, denn es ist sowohl (1, 1), (2, 2) als auch (3, 3) in der Menge enthalten.

e Symmetrie:
Fir die Symmetrie mlssen wir Gberprifen, dass mit (a, b) fir jede Kombination von a und
b auch gleichzeitig (b, a) in der Menge enthalten ist. Dies qilt trivialerweise fur Paare (a, a),
sodass lediglich die beiden Paare (1, 2) und (2, 1) tbrig bleiben. Da diese die symmetrische
Bedingung erflillen, ist die Relation auch symmetrisch.

¢ Transitivitat:
Fir die Transitivitdt missen wir zeigen, dass fur Paare (a, b) und (b, ¢) fir jede Konstellation
von a, b und ¢ auch gleichzeitig (a, ¢) in der Menge enthalten ist. Da (3, 3) das einzige Paar
mit dem Wert 3 ist, ist die Transitivitdt aufgrund der Symmetrie fir zwei Elemente immer
erfillt.

Insgesamt handelt es sich bei dieser Menge und der dadurch induzierten Relation also um eine
Aquivalenzrelation.

Lésung zu A.2.2
a) Bei dieser Aufgabe mdéchten wir die Injektivitat von f beweisen, das bedeutet, wir wollen flir
X1, Xo € X die Aussage
fix1) = fxo) = x4 = X2

zeigen. Also nehmen wir zwei beliebige Elemente x4 und x, als gegeben voraus und durfen
aufgrund der zu zeigenden Implikation zusatzlich annehmen, dass fur diese Werte bereits

f(x1) = f(xz)

gilt. Die einzig verbleibende Information lautet, dass g o f bereits injektiv ist. Wir wissen also,
dass flr unsere beiden Werte x; und x»

g(f(x1)) = 9(fx2)) = x1 = Xz

folgt. Nun ist g eine Abbildung, das bedeutet, sie ist rechtseindeutig, also existiert zu jedem
y € Y héchstens ein z € Z, sodass g(y) = z. In unserem Fall liegen nun zwei Werte f(x;) und
f(x») vor, die nach Voraussetzung identisch sind, sodass deren Bilder aufgrund der Rechts-
eindeutigkeit ebenfalls gleich sein missen. Aus f(x1) = f(x») folgt somit g(f(x4)) = g(f(x2)) und
mit der Injektivitdt von g o f folgt wiederum x4 = x», sodass f injektiv ist.
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b) Bei dieser Aufgabe mdchten wir beweisen, dass die Abbildung g surjektiv ist, also dass
fir jedes z € Z existiertein y € Y, sodass g(y) = z
gilt. Wir diirfen verwenden, dass die Abbildung g o f bereits surjektiv ist, also, dass
fir jedes z € Z ein x € X existiert, sodass g(f(x)) = z

gilt. Damit ist der Beweis direkt erbracht, denn mit dieser Voraussetzung finden wir zu jedem
z ein x, sodass mit f(x) = y € Y Folgendes qilt:

Wir finden somit zu jedem z des Zielbereichs Z ein y = f(x), sodass g(y) = z gilt, damit ist g
surjektiv.

Lésung zu A.2.3
Fur eine Aquivalenzrelation muss Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitit gelten. Betrachten wir
dies fir die obigen Relationen, so gilt:

a) Bei diesem Beispiel handelt es sich nicht um eine Aquivalenzrelation, denn die angegebene
Relation ist nicht symmetrisch. Beispielweise ist 2 ein Teiler von 4, aber 4 kein Teiler von 2.
Die Relation ist jedoch

e asymmetrisch: wenn fur verschiedene ganze Zahlen x ein Teiler von y ist, so ist x < y.
Damit kann y kein Teiler mehr von x sein.

e antisymmetrisch: wenn x ein Teiler von y ist, ist x < y und y ein Teiler von x, gilt y < x.
In Kombination folgt somit x = y.

o transitiv: wenn x ein Teiler von y ist, also y = k; -x und y ein Teiler von zist, also z = k5 - y,
dann ist x ein Teiler von z, denn esist z=ky -y = ko - kq - X.

Sie ist insbesondere nicht reflexiv, da 0 ¢ 0 gilt.

b) Diese Relation ist ein Spezialfall der ersten Relation mit getauschten Rollen. Wenn fir ein
n € N die Gleichung }{/ = 2" gilt, so ist y ein Teiler von x. Somit ist auch an dieser Stelle
die Symmetrie verletzt. Wie im vorigen Beispiel ist diese Relation nur noch asymmetrisch,

insbesondere nicht mehr transitiv. Betrachten wir x, y, z € Z mit x ~ y und y ~ z, so existieren
natdrliche Zahlen k und n, sodass

X

Z = 2" sowie Z = 2K
y
Fir x ~ z folgt somit durch Erweitern mit y
X
X _ v _ 2;7 = on—k
z L2k ’
z

allerdings ist n —k im Allgemeinen keine naturliche Zahl mehr.
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c) Reflexivitat:
Betrachten wir das beliebige Element (x, y) € R2, so gilt (x,y) ~ (x, y), denn

X2-y1 = XY = X1-Ya.

Symmetrie:

Seien zwei Paare (xy, y1), (X2, ¥2) € R? mit (x1,y1) ~ (X2, y») gegeben. Das bedeutet, es
gilt xo-y1 = xq-yo. Damit folgt direkt (xo, yo) ~ (xq,y1), dennist x;-y> = X»-y; nach
Voraussetzung (wir haben nur die Seiten vertauscht).

Transitivitat:
Nehmen wir nun an, dass fiir drei Paare (x1, y1), (X2, y2), (X3, y3) € R? bereits die Beziehun-
gen

(X1,¥1) ~ (x2,y2) und (x2,y2) ~ (X3,)3)

bekannt sind. Fir die Transitivitdt muss dann (x4, y1) ~ (X3,¥3) < X3-¥1 = Xj-y3 folgen.
Aus den Voraussetzungen sind bereits

1) xey1 = X1y
und

2) X3-Yo =  Xo-y3

bekannt. Nun beginnen wir mit der einen Seite der zu zeigenden Gleichung x3 - y; und be-
nutzen die anderen Gleichungen nach einer passenden Erweiterung. Diese ist so gewahlt,
dass stets eine der obigen beiden Gleichungen benutzt werden kann und ist nicht eindeutig.
In unserem Fall gilt:

Y2
Y2
4l
Y2
1
Y2
Y3
Y2
Y3
Y2
Yo
X1-Y3 Vs

= X1-Y3

X3 Y1 X3-Y1-

X3-Yo-

)

X2+Y3-

X2-Y1-

—_

X1-Yo-

Damit ist die Relation insgesamt reflexiv, symmetrisch und transitiv und damit eine Aquiva-
lenzrelation.
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Lésung zu A.2.4
Diese Aufgabe lI6sen wir mit Hilfe des euklidischen Algorithmus. Wir starten im dem ersten Teil mit
der gréBeren Zahl 17 und dem erstem Teiler 13:

17 113 + 4
13 = 34 + 1

Somit erkennen wir, dass ggT(13,17) = 1 gilt und die Gleichung eine L&sung besitzt. Diese ermit-
teln wir durch Ruckwértseinsetzen:

1 = 13 - 3-4
1 = 13 — 3.(17-1-13)
1 = 4.13 — 3-17

Die gesuchten Zahlen sind s =4 und t = —3.

Lésung zu A.2.5

a) Bei dieser Aufgabe handelt es sich um die Gleichheit von Mengen, sodass wir statt direkt
die Gleichheit nur eine Teilmengeneigenschaft beweisen und uns am Ende Uberlegen, ob
wir bereits ausschlieB3lich &quivalente Umformungen gemacht haben. Um die Teilmengenei-
genschaft zu zeigen, nehmen wir ein beliebiges x aus der Teilmenge und leiten logisch her,
dass dieses x bereits Element der Obermenge sein muss. In diesem Fall starten wir mit:

f~1(ANB) C f~1(A)nf~1(B):

Sei x € f~1(AN B) beliebig aber fest. Nun wandeln wir nach und nach die Mengen-
operationen und die Abbildungsvorschrift in Logik um. Es gilt:

= f(x)eAnB

= fx)eAANTfx)eB

= xcfYA) Axef'(B)
= xef~'Anf1(B).

xef~1(ANB)

Damit haben wir f~"(ANB) C f~1(A)nf~—1(B) gezeigt.

1 (A)NF1(B) C F(ANB):

Alle oben getatigten Implikationen kénnen wir an dieser Stelle auch von unten nach
oben lesen, sodass wir ausschlie3lich dquivalente Umformungen gemacht haben. Damit
folgt automatisch die Ruickrichtung. Der Vollstandigkeit halber notieren wir:

xefYA)NF1B) = xef (A Axef1(B)
= fx)eAANTf(x)eB

= f(x)eAnB

=

x e f~1(ANB)
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Lésung zu A.2.6

Wir bestimmen die Umkehrfunktion, indem wir zunachst den Funktionswert gleich y setzen und
nach p auflésen. Die Wahl der Variable p statt der Gblichen Variable x &ndert nichts an diesem
Vorgehen. AnschlieBend tauschen wir die Variablen, um erneut eine Funktion in Abh&angigkeit von
p zu bekommen. Es gilt:

y =fp) = p+1
& y-1 = p
s (y—=1)72 = p

Damit erhalten wir in diesem Fall die Umkehrfunktion f=1 : Q* — Q* mit f~"(p) = (y — 1)2.

Lésung zu A.2.7
Wir starten mit der Definition des Bilds. Das Bild einer Menge bezliglich einer Abbildung f ist
diejenige Menge, die herauskommt, indem jedes Element abgebildet wird. Damit folgt:

Bild von A unter f : f(A) = f([~1,1])
Bild von B unter f : f(B) = £([0, )

{yeR|3Ixe[-1,1] : f(x)=y}
{yeR|3Ixe[0,00) : f(x)=y}

Far das Urbild erhalten wir gerade die Elemente des Definitionsbereichs, die in die betrachtete
Menge abgebildet wird:

Urbild von A unter f : f~1(A)
Urbild von B unter f : f~'(B)

F([=1,1])
f=([0, o))

{xeR|3Iye[-1,1]: f(x)=y}
{xeR|3Iyel0,0) : f(x)=y}

Lésung zu A.2.8

a) Wir starten mit der Surjektivitat. Hier fallt uns ins Auge, dass eine quadratische Funktion
niemals negativ werden kann und somit vermuten wir, dass die Funktion nicht surjektiv ist,
da im Zielbereich alle reellen Zahlen getroffen werden missten. In diesem Fall reicht es also,
ein Gegenbeispiel anzugeben. Betrachten wir beispielsweise y = —2, so gilt

f(x)
o x2—1 -2
& x2 = -1

1l
<

Diese Gleichung besitzt fir den Definitionsbereich R keine Lésung, sodass f nicht surjektiv
ist.

Far die Injektivitdt vermuten wir aufgrund der quadratischen Funktion im Bezug zum
Definitionsbereich ebenfalls, dass diese nicht erflillt ist. Betrachten wir beispielsweise die
Werte x; = —1und x> = 1, sofolgt f(x;) = 0und f(x2) = 0. Wir finden zu einem gegebenen
Wert des Zielbereichs zwei unterschiedliche Elemente des Definitionsbereichs, die auf
diesen abgebildet werden, sodass f nicht injektiv ist.

Da f weder injektiv noch surjektiv ist, ist sie auch nicht bijektiv.
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b)

Erneut starten wir mit der Surjektivitat. Wie im vorherigen Beispiel vermuten wir aufgrund
der quadratischen Funktion und negativen Werten im Zielbereich, dass die Funktion nicht
surjektiv ist. Beispielsweise flir y = —1 erhalten wir die Gleichung f(x) =y < x®> = —1,
welche Uber N keine Lésung besitzt, sodass die Funktion g nicht injektiv ist.

Fir die Injektivitat handelt es sich zwar um eine quadratische Funktion, allerdings be-
finden sich im Definitionsbereich lediglich positive Zahlen, sodass wir vermuten, dass die
Funktion injektiv ist. Daher missen wir die Regel formal beweisen. Seien also x1 xo € N mit
f(x4) = f(x2) gegeben. Wir werden zeigen, dass damit x; = x» folgt. Es gilt

fixy) = f(xo)
& X2 = X3 v
s x| = |xef
4 Xy = Xo.

Dabei haben wir zum einen benutzt, dass die Wurzel aus einer quadrierten Zahl dem Betrag
entspricht und zum anderen, dass fir jede natlrliche Zahl n € N gilt: |[n|] = n. Mit obigen
Aquivalenzumformungen haben wir gezeigt, dass die Funktion g injektiv ist.

Da g zwar injektiv, jedoch nicht surjektiv ist, ist sie nicht bijektiv.

Fur die Surjektivitét der Funktion h sehen wir keine Einschrankung, sodass wir diese formal
beweisen. Wir zeigen, dass flr jedes beliebige Element y des Zielbereichs, ein Element x
des Definitionsbereichs existiert, sodass f(x) = y. Dazu stellen wir folgende Rechnung auf:

f(x

=
1]

y
& =y
1

v

> X
]

=

Dabei sind diese Anderungen &quivalent, da sowohl im Definitions- als auch im Zielbereich
keine 0 enthalten ist, sodass wir falschlicherweise durch 0 dividieren wiirden. Sei y € [1, co)
beliebig, so setzen wir x = 1 und es folgt

y
0 =(5) =1 =¥

y

sodass wir zu jedem y ein Element des Definitionsbereichs gefunden haben, sodass dieses
auf y abgebildet wird. Damit ist h surjektiv.

Neben der Surjektivitdt vermuten wir, dass h ebenfalls injektiv ist, da keine Einschrén-
kungen ins Auge springen. Wir beweisen daher formal:
Seien x4, Xo € [1, c0) mit f(x1) = f(x»), dann folgt

fix1) = fx2)
1 - 1
X1 T X
And X2 = Xy,

sodass h ebenfalls injektiv ist.

Da h sowohl injektiv als auch surjektiv ist, ist die Funktion ebenfalls bijektiv. Dieses
Ergebnis erhalten wir auch aus der Angabe einer Umkehrfunktion, welche wir im Abschnitt
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der Surjektivitdt berechnet haben. Wenn wir hier nur dquivalente Umformungen machen,
erhalten wir die Umkehrfunktion und die Existenz der Umkehrfunktion ist aquivalent zur
Bijektivitat der Funktion.

Lésung zu A.2.9

Starten wir bei dieser Aufgabe mit der Surjektivitdt. Da sowohl im Definitions- als auch im
Zielbereich jeweils die gesamte Potenzmenge betrachtet wird (einzeln oder im Kreuzprodukt),
hilft uns folgende Uberlegung:

FUr ein beliebiges A € 22(X) qilt
f((A, D) = Aup = A.

Wir finden somit fiir jedes Element des Zielbereichs A ein Element des Definitionsbereichs (A, 0),
sodass f((A, 0)) = A folgt. Damit ist die Abbildung flr jede Menge X surjektiv.

Aus obiger Voruberlegung erkennen wir, dass das Element des Definitionsbereichs im All-
gemeinen nicht eindeutig ist. Es ist fur beliebiges a € «7:

f((A,0)) = £((0,A)) = A.

Der einzige Fall, bei dem auf diese Weise nicht zwei verschiedene Elemente erzeugt werden, die
auf A abgebildet werden, ist bei A = (. Daher gilt:

o fist injektiv, wenn X = ().

o f ist nicht injektiv, wenn X # 0.
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zu Gruppen, Ringe und Kérper

Lésung zu A.3.1
Diese Aufgabe ist sehr offen formuliert, sodass wir uns zunéchst einige Gedanken notieren und
strukturiert zur Lésung gelangen:

e Eine Halbgruppe ist eine Struktur einer Menge G mit einer assoziativen Verkniipfung x.
¢ In der Halbgruppe soll zuséatzlich zu jedem Element ein Linksinverses existieren.

e Die Existenz von Inversen, in diesem Fall linksinversen Elementen, impliziert die Existenz
eines neutralen Elements (was soll ,invers® sonst bedeuten?).

e Anhand der Ausflihrungen des Kapitels Uiber Gruppen wissen wir, dass die Existenz von
linksinversen Elementen und einem linksneutralen Element dazu fuhrt, dass es sich um eine
Gruppe handelt. Daher interessieren wir uns in diesem Fall speziell fir ein rechtsneutrales
Element.

Anhand dieser Uberlegungen ,bauen“ wir nun eine Halbgruppe und starten dabei mit méglichst
wenig Elementen. Eine Menge mit nur einem Element scheidet dabei aus, denn es misste das
rechtsneutrale Element enthalten sein und mit nur einem Element folgen immer alle Gruppenei-
genschaften.

Dies bedeutet, wir betrachten eine Menge G = {e, a} mit einer Verknipfung *. Dabei identi-
fizieren wir e als das rechtsneutrale Element. Nun missen wir x so definieren, dass jedes Element
ein Linksinverses besitzt, aber (G, x) keine Gruppe ist. Es gilt:

e Per Definition eines rechtsneutralen Elements muss exe = e sowie axe = a gelten.

e Da aus der Existenz eines linksneutralen Elements mit der Existenz von Linksinversen auto-
matisch folgt, dass (G, *) eine Gruppe ist, darf e nicht linksneutral sein. Damit folgt exa = e.

e Ebenso, darf nicht zu jedem Element ein rechtsinverses Element existieren, denn mit der
Existenz eines rechtsneutralen Elements erhalten wir wieder eine Gruppe, sodass axa = a
folgen muss.

Damit ist die Verkniipfung * vollstandig erklart und es handelt sich per Konstruktion bei (G, *) nicht
um eine Gruppe.

Lésung zu A.3.2
Bei diesem Beweis dlrfen wir verwenden, dass es sich bei U; und U, bereits um Untergruppen
von G handelt. Damit es sich bei U; N U, um eine Untergruppe von G handelt, miissen wir zeigen:
1. foralle uy,us € UyNUs ist ug xus € Uy NUs.
2. furalleue UynUyistu=" € UyNU,.

Dazu nutzen wir, dass ein Element im Schnitt automatisch in beiden Mengen liegen muss. Damit
folgt:
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1. Seien uy us € Uy N U, beliebig. Dann ist per Definition uq, us € Uy und uy, us € Us. Da Uy eine
Untergruppe ist, folgt uy xus € Uy und da U, ebenfalls eine Untergruppe ist, folgt uq xus € Us.
Da die Verknlpfung uy * us in beiden Untergruppen enthalten ist, ist sie demnach auch im
Schnitt enthalten, also gilt uy xu, € U; NUs.

2. Sei u e Uy NUs beliebig. Dann ist per Definition u € Uy und u € Us. Da U, eine Untergruppe
ist, ist u=! € U; und da U, eine Untergruppe ist, gilt u=" € U,. Da u~" sowohl in U; als auch
in U, liegt, ist es im Schnitt enthalten, also gilt u=' € Uy N Us.

Damit ist U; N U, ebenfalls eine Untergruppe.

Lésung zu A.3.3

a) Wir wollen zeigen, dass G abelsch ist, das bedeutet, dass die Verknipfung * kommutativ ist,
also dass

g1 * g2 = g2 * g1
fur alle g1, g» € G qilt.

Dazu dirfen wir benutzen, dass jedes Element zu sich selbst invers ist, also dass fir
alle g € G die Gleichung

gx*xg=¢€

erfallt ist.

Um die Kommutativitdt zu beweisen, bringen wir in gy * g, mittels neutralem Ele-
ment den ,getauschten” Term g, * g; ein und sehen, dass sich der Rest von selbst aufhebt.
Im Folgenden bedeutet (e), dass die Eigenschaft des linearen Elements, (a), dass die
Assoziativitdt und (v), dass die Voraussetzung aus der Aufgabenstellung benutzt wurde. Es

gilt:

O

g1 %92 x €

91 * g2 * ((92 * g1) * (92 * g1))
91 * (g2 * 92) * g1 * 92 * G
g1 x €% gy xgo*x gy

g1 * g1 * G2 * g1

€ * g2 * gy

92 * g1

g1 * g2

=

T E

O

—
=

=

b) Bei dieser Aufgabe erhalten wir die Aussage direkt aus der Voraussetzung. Da fir alle
di, g2 € G die Gleichung

g1 0092001002 =¢€
erfullt ist, ist diese insbesondere fur g, = e erflllt. Damit erhalten wir
g1 0g1 =6
Da dies fir alle g4 € G gilt, folgt die Behauptung.
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Lésung zu A.3.4

Far die Bestimmung des Vorzeichens sign(c) gibt es mehrere Méglichkeiten. Da wir laut Aufga-
benstellung die Permutation in Zykelschreibweise angeben sollen, wéhlen wir den Weg Uber die
Anzahl an Transpositionen und beginnen mit der Zykelschreibweise:

Wir starten mit dem Element 1. Dieses wird auf die Zahl 6 abgebildet. Im Anschluss die 6
auf 4, die 4 auf 5, die 5 auf die 2, die 2 auf die 3 und schlussendlich die 3 auf die 1. Damit ergibt
sich

c=(1,6,4,5,2,3).
Nun schreiben wir diese Permutation kinstlich in Transpositionen:
o = (1,6)(6,4)(4,5)(5,2)(2,3).
Mit den Transpositionen erhalten wir direkt das Vorzeichen durch

sign(a) — (_1)Anzahl Transpositionen _ (_1)5 = —1.

Lésung zu A.3.5
Zur Lésung dieser Aufgabe benutzen wir den Multiplikationssatz des Signums: Fir zwei Permu-
tationen o und 7 der Lange n gilt

sign(o o 1) = sign(c) - sign(t).
Wihlen wir an dieser Stelle 7 = o~ so erhalten wir
sign(o) - sign(c~") = sign(oc o o~ ') = sign(id) = 1
und da das Vorzeichen stets verschieden von 0 ist, folgt

. _ 1 . _
sign(c™") = sign(e) sign(o)~".

—1

Aufgrund der méglichen Werte von sign(o) (1 und —1) ist sign(o) = sign(c)~"' und daher

sign(c™") = sign(o).

Lésung zu A.3.6

a) Der sogenannte Nullring mit 0+0 =0 und 0-0 = 0 erfullt alle Bedingungen eines Rings.

b) R = (N, +, -) ist kein Ring, da (N, +) keine abelsche Gruppe ist, denn es existiert beispiels-
weise zu 1 kein inverses Element (bezlglich der Addition) in N.

c) Die ganzen Zahlen mit der tblichen Addition und Multiplikation bilden einen Ring.
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Lésung zu A.3.7
Diesen Beweis kénnen wir direkt mit der Voraussetzung a < b fihren:

a+a a+b b+b _

5 <5 < 3 =P

Lésung zu A.3.8

a) Im Heft haben wir bereits gezeigt, dass 0-x = 0 fur alle x € K und somit auch fur x = —1 gilt.
Da zudem das Kommutativgesetz (K10) gilt, folgt somit die Behauptung.

b) Bei dieser Aussage handelt es sich um eine ,genau dann, wenn® Konstruktion, also um eine
Aquivalenz, sodass wir beide Richtungen getrennt voneinander zeigen.

Starten wir mit der Hinrichtung: Wenn a-b = 0, dannist a=0 oder b =0.

Ist a = 0, so folgt aus der Aussage 0-x = 0, welche wir bereits im Heft bewiesen ha-
ben und im Folgenden durch ,Zusatz“ markieren méchten, die Korrektheit der Gleichung.
Nehmen wir also im Folgenden an, dass a # 0 ist. Diese Fallunterscheidung nehmen wir
vor, damit wir nun das inverse Element von a bezlglich der Multiplikation bilden kénnen,
welches fur a = 0 nicht existiert. Damit erhalten wir

ab =0
= a'.ab = a'.0 Assozatiitit (K7) und Zusatz
= (@'ab =0 inverses Element (K9)
= (1)y-b = 0 Assoziativitat(K'7)
= 1-b = 0 neutrales Element (K8)
= b = 0.

Damit gilt, dass entweder a = 0 ist oder im Fall von a # 0, direkt b = 0 folgt.

Die Riuckrichtung erhalten wir direkt aus dem Zusatz und der Kommutativitdt der Mul-
tiplikation:

Seia=0soistnach dem Zusatza-b = 0.Istb=0sofolgta-b = b-a = 0.

Natlrlich kann man ebenso zeigen, dass x -0 = 0 fur alle x € K gilt, aber da wir im
Heft lediglich den Zusatz bewiesen haben, wenden wir nur diesen an.

c) Diese Aussage beweisen wir &hnlich wie die Eindeutigkeit der inversen Elemente. Zunéchst
starten wir mit einem inversen Element von —a und bringen das neutrale Element der Addi-
tion in den Term. AnschlieBend ersetzen wir das neutrale Element durch eine Summe von
—a mit dem anderen inversen Element und wenden Kérperaxiome an. Es gilt:

(K3) (K4) (K2) (K4) (K3)
a = a+0 = a+(-a)+(-(-a) = (@+(-a)+(-(-a) = 0+(-(-a) = —(-a).
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Lésung zu A.3.9

a) Wir starten mit der Division von 876 durch 312 mit Rest und erhalten:

876 = 2-312 + 252

312 = 1.252 + 60

252 = 4.60 + 12
60 = 512 + O

Damit ist der ggT (876, 312) = 12, da dieser als letzter Rest verschieden von 0 auftritt.
b) Wir starten mit der Division von 1820 durch 462 und erhalten:

1820 = 3-462 + 434
462 = 1.434 + 28
434 = 15.28 + 14
28 = 214 + 0

Damit ist der ggT (1820, 462) = 14, da dieser als letzter Rest verschieden von 0 auftritt.

Lésung zu A.3.10

a) Bei dieser Aufgabe wenden wir den euklidischen Algorithmus mit Rickwértseinsetzen an
und starten mit der Division von 17 durch 5:
17 = 35 + 2
5 = 2.2 + 1
2 =21 + 0

DaggT (5, 17) =1 ist, besitzt das Element 5 ein Inverses in Z/1 77. Dieses erhalten wir durch
Ruckwértseinsetzen:

1 =5 - 22
1 =5 — 2.(17-35)
1 = 75 — 217

Damit ist das inverse Element zu 5 die Restklasse 7. Die Probe (die zur Uberpriifung nicht
notwendig ist) ergibt

[5]-[7] = [5-7] = [35] = [1],
da 35 =1 mod17 gilt.

b) Erneut wenden wir den euklidischen Algorithmus mit Riickwartseinsetzen an und starten mit
der Division von 21 durch 8:

21 = 2-8 + 5
8 = 1.5 + 3
5 = 1.3 + 2
3 = 1.2 + 1
2 =21 + 0



1.3 zu Gruppen, Ringe und Kérper 27

DaggT (8, 21) = 1 ist, besitzt das Element 8 ein Inverses in Z/21 7.. Dieses erhalten wir durch
Rickwartseinsetzen:

1 = 3 — 1.2
1 = 3 - 1.(5-1-8) = —1.5+2.3
1 = -1.5 + 2.(8-1.5) = 2.8-3.5
1 = 28 - 3.(1-2.8 = -3.21+8-8

Damit ist das inverse Element zu 8 die Restklasse 8 selbst. Die Probe ergibt
[8]-[8] = [8-8] = [64] = [1],
da 64 =1 mod21 gilt.

In Z/21Z besitzt jedoch nicht jedes Element ein inverses Element, da 21 keine Prim-
zahl ist. Beispielsweise fir 3 existiert kein Element x, sodass 3-x = 1 mod 21 gilt.

Lésung zu A.3.11
Bei dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Bedingungen einer Untergruppe erfillt sind. Das bedeutet,
wir zeigen, dass

1. FurallegigcUistgy x go € U.

2. Firallege Uistg—' € U.

Setzen wir fUr 1. zwei beliebige Elemente g4, g> € U als gegeben voraus. Wir wissen damit, dass

e und

g
g =e
gelten. Nun ist zu zeigen, dass gy * g» ein Element von U ist, also dass
91 x92)° = e
gilt. Dies kdnnen wir direkt berechnen, da die betrachtete Gruppe G abelsch, also kommutativ, ist:
(@1 % 92)° = (91 * 92) * (91 * G2) * (g1 * o) = G1 * G2 % G1 * G2 * 91 * G2
=01 %01 %G1 *x02*Joa*Go=0i 03 =exe=e

Damit ist die VerknUpfung g4 * g» in U enthalten.

Es bleibt zu zeigen, dass zudem zu g € U auch das inverse Element g—' in U liegt. Dazu
stellen wir g~ zunachst in g dar, denn es gilt
g+g9 ' =e=¢%

sodass

folgt. Damit gilt nun
@2 =0)P=09*9°=g*xg+g*xgxgxg=09°+g°=exe=e

An dieser Stelle haben wir keine ,Potenzgesetze” benutzt, da wir diese nicht explizit bewiesen
haben. Da mit g € U auch g~ € U gilt, ist U eine Untergruppe von G.
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zu Vektorraume

Lésung zu A.4.1
Wir berechnen komponentenweise die Addition und Subtraktion:

1 2 1 -1 1+1 21
+

3 4) \-1 1 3-1 4+1

ag - (VR [ 1) _ (11 2 _ (o3

3 4 1 1 3+1 4-1 4 3

1 -1 1 2 1+1  —142 2 1
+ -

-1 1 3 4 —1+3 1+4 2 5

Und im Anschluss die Matrixmultiplikation:

12) (1 =1\ [1As2.(=1) A (-1)+2-1 —1 1
3 4) \-1 1 ©o\B 144 (=1)+ 3. (-1)+4-1) -1 1
1 -1\ (1 2\ (1 1+(=1)3 1.24(-1).4\  [-2 -2
1 1 /\38 4] = \(-1)1+1.3 (-1)-2+1.4) — 2 2

Anhand dieser Beispiele erkennen wir, dass die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ ist.

A+B

I
R
NN
gl —
~_

B+A

A-B

B-A

Lésung zu A.4.2
Um zu zeigen, dass es sich um einen Untervektorraum U eines K-Vektorraums handelt, zeigen
wir far u,w € U und A € K

e UH( s u+wel e \ueU

Dies fuhrt bei dieser Aufgabe zu:

1
a) e Zunéachst erkennen wir, dass { (X(: > € R?

X € R} nicht leer ist. Z.B. ist (:)) eU.
1
e Seien u, v € U zwei beliebige Elemente. Dann existieren x, y € R, sodass u = (X * >
X+1 . .
und w = ( 0 ) Damit erhalten wir
Usw = X+1 . y+1 _ X+1+y+1 _ x+y+1)+1 .
0 0 0 0

Somit ist u+w ebenfalls in U, da wir eine reelle Zahl (z = x +y + 1) finden, sodass

Z+1
u+ws= .
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X +1
e Seinunu e Uund ) € R, so existiert ein x € R, sodass u = ( 0 ) . Wir berechnen

U = /\.<X+1> _ ()\-(X+1)> _ <)\~x+)\> _ (()\.X+)\_1)+1>.

Z+1
Erneut finden wireinz=X-x+X—1¢c R, sodass \-u = ( :) ) gilt. Damit ist U ein

Unterraum.

b) Aus der Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation folgt, dass 0-u = 0, also der Nullvektor,

X
immer in einem Unterraum enthalten sein muss. Fir U = <1> €R? | x e R} folgt jedoch

0 ¢ U, da die zweite Komponente nicht gleich 1 ist. Daher ist U in diesem Fall kein Unterraum.

c) IndemFallU = X € R? | x € Q ; ist die skalare Multiplikation nicht abgeschlossen, da

—X
in U lediglich Vektoren mit rationalen Zahlen enthalten sein dirfen, da unser betrachteter

1>6Uund>\=\@

Vektorraum aber ein Vektorraum Uber R ist, ist beispielsweise flr u = (

voeve (1) - ()

kein Vektor von U und U somit kein Unterraum des R? iiber R.

der Vektor

Lésung zu A.4.3
Mit den gleichen Bedingungen fiir UnterrAume aus der letzten Aufgabe I6sen wir ebenfalls diese.

a) Hier schauen wir uns zunachst die Einschrankung genauer an. Da es sich um reelle Zahlen
handelt, ist die einzige Lésung von x2 + y? = 0 durch x = y = 0 gegeben. Andernfalls ist das
Quadrat und somit die Summe immer positiv. Wir kénnen somit

U={(xy,2)eR®|x?+y? = 0} = {(x,y,2) eR® [x=y =0}
schreiben, sodass gilt:

e U ist nicht leer, denn beispielsweise ist 0 € U.

e Seienuy,us € Umituy = (0,0,z7)und u, = (0, 0, z5) fir reelle Zahlen z; und z,. Dann

ist
0 0 0
uy+Us = Ol+10 = 0 ,
4 Zo Z1+2o

sodass u4 + Us ebenfalls in U enthalten ist, da die ersten beiden Komponenten 0 sind.
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0
e SeiucUund XeRmitu=| 0| flrein z e R. Dann ist
z
0 0
AU = X\ = o |,
z A-Z

sodass A-u in U enthalten ist, da die ersten beiden Komponenten erneut 0 sind.
Somit ist U ein Unterraum.

b) In diesem Fall folgt mit der gleichen Begriindung wie im letzten Beispiel, dass x =y =z=0
gelten muss, sodass insgesamt

U= {(xy2z)eR® x?+y?+z%> = 0} = {0}
gilt. Der Nullraum ist Unterraum jedes Vektorraums, so also auch in diesem Fall.
c) Betrachten wir nun
U= {xy.2)eR’|xyz = 0},
so lasst sich die Einschrankung
xyz=0
als x = 0 oder y = 0 oder z = 0 deuten.

Hier fallt uns auf, dass durch das logische ,oder" eine Wahiméglichkeit existiert. Wéah-
len wir bei einem Vektor eine Komponente gleich 0 und in einem anderen Vektor eine
andere, so erhalten wir ein Problem beziiglich der Addition:

0 1
Nehmen wir beispielsweise u= [ 1 | eUundw=| 0| €U, soist
1 1
0 1 1
u+w = | 1|+]0| = |1
1 1 2

In der Summe u +w ist keine der Komponenten mehr 0 und somit u+w ¢ U. Damit ist U kein
Untervektorraum.

d) Betrachten wir in dieser Teilaufgabe
U={(x,y,z) eR®|2x+y—z = 0}.
Es gilt:

e U ist nicht leer, da beispielsweise der Nullvektor die Gleichung erfiillt.
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e Seien u, w € U mit u = (uq, U, U3) sowie w = (wy, Wo, Ws), SO wissen wir, dass
2-Uy+Us—U3z =0 und2-wy+wo—wsz = 0
gelten. Bilden wir nun die Summe

uq + W,
Z = U+w = Us+Wo |,
us+Wws

so gilt

2:21+20—25 = 2-(Uy +Wq)+ (Us+ W) — (U3 +W3) = (2-Uq+Up—Us3)+ (2 Wy +Wo — W3)
=0+0 = 0.

Somitistauchz=u+w e U.

o FUr die skalare Multiplikation erhalten wir fir u € U und A € R mit u = (uy, Us, U3)

AUy
Z = )\'U = )\-U2
A-Usg

Setzen wir diesen Vektor in die Vorschrift von U ein, erhalten wir
2:21+2p—23 = 2-X-Uj+A\-Up+X\-U3 = A\-(2-ug+Us—U3) = X\-0 = 0.
Somit ist auch \-u € U.
Insgesamt folgt, dass U ein Untervektorraum ist.
e) Betrachten wir in diesem Fall
U={(x,y,z) eR®|x+z = 1},

so erkennen wir direkt, dass der Nullvektor nicht in U enthalten ist, da die Summe 0 ergeben
wirde. Damit ist U kein Untervektorraum.

Lésung zu A.4.4
Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine Aquivalenz, sodass wir jede Richtung einzeln zeigen.

Hinrichtung: =
Die Hinrichtung zeigen wir in diesem Fall indirekt. Dies schlief3t einen méglichen direkten Beweis

nicht aus, aber die Konstruktion ist auf diese Weise leichter nachvollziehbar.

Wir nehmen also an, dass weder U; C Us noch U, C Uy gilt. Demnach finden wir Elemen-
te uy € Uy mit uy ¢U2 und u, € U, mitu2¢U1.

Da uy € Uy und u, € U,, sind beide Vektoren auch Elemente von U; U U, und wir werden
nun zeigen, dass die Summe uy + us nicht in Uy U U, enthalten sein kann:

Nehmen wir an, dass uq +u, € Uy U U, gilt. Dann folgt entweder, dass uy +us € Uy (1. Fall)
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oder uq +Us € Us (2. Fall).

1. Fall:

Gelte in diesem Fall uq + ups € U;y. Nun méchten wir ausnutzen, dass per Konstruktion u, ¢ U,
gilt. Dazu bedienen wir uns der Voraussetzung, dass U, ein Unterraum von V ist. Wir wissen
daher, dass mit uy € Uy auch —uy € Uy gilt. Somit ist ebenfalls nach den Bedingungen von
Untervektorrdumen

(U1 +U2)+(—U1) S U1.

Da (uq +up) +(—uq) = u» folgt ein Widerspruch, da wir u, so konstruiert haben, dass u, ¢ U;.

2. Fall:

Der 2. Fall funktioniert analog zum Ersten. Angenommen u; +u» € U,, so wissen wir, dass u, € U,
und da U, ein Untervektorraum ist, folgt —u, € U,. Damit ist (uq + Us) + (—us) € Us. Dies ist ein
Widerspruch, da (uq + us) + (—u2) = uy und nach Konstruktion uq ¢ U, gilt.

Da beide Falle zu einem Widerspruch fluhren, ist die Summe von uy und us nicht in U; U U,
enthalten und U U U, ist somit kein Untervektorraum.

Riickrichtung: <
Ist Uy C U oder U, CUq, sogilt Uy uls = Uy oder Uy ulUs = Us. Da Uy und Us Untervektorrdume
sind, ist U; U U, somit auch stets ein Untervektorraum.

Lésung zu A.4.5

a) Im ersten Aufgabenteil sehen wir, dass
u+v = w
gilt, sodass die Vektoren linear abhangig sind.

b) Bei dieser Aufgabe schreiben wir die Vektoren in eine Matrix

1 1 3
3 1
3 1 1

und ziehen als ersten Schritt die erste von der zweiten Zeile sowie das Dreifache der ersten
von der dritten Zeile ab. Im Anschluss addieren wir die zweite auf die dritte Zeile:

1 1 3 1 1 3
0o 2 -2 0o 2 -2
0o -2 -8 0 0 -10

Da in der Dreiecksgestalt keine Nullzeile entsteht, sind die Vektoren linear unabhangig.
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Lésung zu A.4.6

a) Da der betrachtete Kérper Q ist und somit als Skalare nur rationale Zahlen erlaubt sind,

sind die Vektoren u und v linear unabhangig. Sonst wiirden Variablen x, y € Q mit x oder y
verschieden von Null existieren, sodass

o V2 0
. +V- =

0 Y 0
gilt. Betrachten wir die erste Komponente folgt damit

x+y~xf2 =0 & x = fy-\f2.

Fir y = 0 wére in diesem Fall auch x = 0 und dies fiihrt zur linearen Unabhé&ngigkeit. Fur y #0
kénnen wir durch y dividieren und es entsteht

sodass auf der linken Seite eine rationale Zahl und auf der rechten Seite eine irrationale Zahl
steht. Dieser Widerspruch impliziert die lineare Unabhé&ngigkeit.

In diesem Fall bilden wir erneut eine Matrix

1 1 4
2 1 2
3 0 1

und wenden den GauB-Algorithmus an. Zuné&chst ziehen wir das Zweifache der ersten von
der zweiten Zeile sowie Dreifache der ersten von der dritten Zeile ab und ziehen anschlie-
Bend das Dreifache der zweiten auf die dritte Zeile:

1 1 4 1 1 4
o -1 -6 | — 0 -1 -6
0 -3 —11 0 0 7

Nun miissen wir beachten, dass es sich bei dem Vektorraum tiber den F2 iiber dem Kérper
F; handelt, sodass obige Matrix gleich der Matrix

1 4
0 6 1
0 0 O

ist, sodass eine Nullzeile erzeugt wurde. Daher sind die angegebenen Vektoren linear ab-
héngig.
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Lésung zu A.4.7
Wir starten mit dem Aufbau der Matrix durch die gegebenen Vektoren:

1 1—-a «
1+a 1 1

a? 1 2a

Zur Uberpriifung auf lineare Unabhangigkeit bilden wir in diesem Fall die Determinante, da Gauf3-
Umformungen mit einer Variablen, die hier sogar quadratisch auftritt, meist komplizierter sind.
Daher berechnen wir mit der Sarrus-Regel:

1 1—-a «
1+« 1 1 = 1-1'204+(1foz)-1'042+oz~(1+a)~1foz2~1~ozf1~1~17204‘(1+oz)~(17a)
a? 1 2a

= 2a+a?—al+a+a?—a®—1-2a+2a3

202 + o — 1

Die Vektoren sind genau dann linear unabhéngig, wenn obige Determinante verschieden von 0
ist, sodass wir die Nullstellen der Determinante berechnen:

2a+a—1 = 0
a 1

& arg -5 = 0
= Qyp = —%:ﬁ: (—1)2+;
= Qayp = f% + %
=4 ayp = —%:I:%
Wir erhalten die Nullstellen ay = —1und ap = % und somit sind die Vektoren fur o ¢ {—1 %} linear

unabhéngig und fiir o € {—1, 1} linear abhangig.

Lésung zu A.4.8
Wir starten mit der Summation. Hier missen Zeilen und Spalten lbereinstimmen, sodass wir le-
diglich B + C berechnen kénnen:

110 1 2
B+C =10 1 2|+]2 1
3 1 1 00

—1 —1

2 3
1 =12 2 3
5 3 1 6

Fur die Multiplikation muss die Anzahl der Spalten der ersten Matrix mit der Anzahl der Zeilen der
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zweiten Matrix Ubereinstimmen. Daher berechnen wir:

A-B =

(

1 1
1 2 3
10 1
2 3 4
3

10 6 7
14 9 10

>
@)
1
R
N —
w N
A W
~_
N
o N
o =
1}
RS
[00]

5 4 16
7 21

@
o
n
w o
— o —h
- N o
o mn =
o =N
o = |
I
N oW

N 2w
w o o
\_/

2 -1 110 -2 2 3
C-B = 2 1 1 01 2 = 5 4 3
0 0 5 3 1 1 15 &5 5

Lésung zu A.4.9
a) In der ersten Teilaufgabe schreiben wir
(5 3l7)
3 4 1
und ziehen das Dreifache der ersten von der zweiten Zeile ab. Damit erhalten wir :
( 1 2 1 )
0 -2 |-2
Aus der zweiten Zeile ergibt sich nun
—2:X = -2 & Xo = 1.
Setzen wir diese Ldsung in die erste Zeile ein, folgt

1-x1+2-x =1 & x4 = —1.

Insgesamt folgt als Lésung
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Nun addieren wir die erste auf die zweite Zeile und ziehen das Zweifache der ersten von der
letzten Zeile ab. Im Anschluss addieren wir das Dreifache der zweiten auf die dritte Zeile:

o o
|

w
L
|

w

o o =
o -
~N D
o W

Aus der letzten Zeile folgt

7-x3=6<:>x3=$.

Setzen wir diese L&sung in die zweite Zeile ein, berechnen wir
9
1-Xo42-X3 =3 & Xo = 7
Insgesamt erhalten wir mit der ersten Zeile
1~X1 +2-X2+1 ‘X3 = 2 & Xy = ——=.

Damit ergibt sich die Lésung

X1 -10
1
X = |Xo| = 7 9
X3 6

Im dritten Fall betrachten wir das lineare Gleichungssystem :
-6 -2 1 4
-12 -2 -2 2
Nun ziehen wir das Zweifache der ersten von der zweiten Zeile ab und erhalten:
-6 -2 ‘ 1 4
0 2 |-4 -6

Da eine Stufe der Lange zwei in der zweiten Zeile entsteht, wahlen wir x5 = a fir a € R. Damit
erhalten wir aus der zweiten Zeile

2:Xo0—4-x3 = -6 & X, = 2a—3.
Insgesamt ergibt sich somit aus der ersten Zeile

1 1
(—6) X1 —2-X0+1-X3 =4 & (—6)-x;y =3a—-2 & xq = —§a+§

und wir erhalten die Lésungsmenge

X1 Xq 1 !

L = Xo | € Rs Xo

I
|
w
+
QD

2
2 | firaeR
X3 X3 0 1
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Lésung zu A.4.10
Zum Ldsen dieser Aufgabe tauschen wir die dritte und erste Zeile, um nicht alle Zeilen mit a
multiplizieren zu missen. Daher betrachten wir das lineare Gleichungssystem:

Nun ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab und ziehen das ,a“-fache der ersten von der
dritten Zeile ab. Da der Skalar 0 als Vielfaches einer Zeile nicht erlaubt ist, missen wir den Fall
a =0 am Ende gesondert betrachten. Nach der ersten Transformation addieren wir die zweite auf
die dritte Zeile und erhalten somit:

1 1 a 1 1 1 a
0 a—1 1-a 0 - 0 a—1 1-a 0
0 1—a 1-a2[1-a 0 0 2-22—a| 1-a

Nun betrachten wir die Nullstellen der linken Seite der Matrix, da dies zu verschiedenen Lésungs-
arten fihrt:

2-32-a =0

& a%+a-2 = 0
1 1\?

p=— 3172 = —EZIZ (§> +2
1 9

<~ a1,2 = 72:‘: 1
1.3

< ap = —zE35,

sodass wir a = —2 und a = 1 erhalten. Insgesamt betrachten wir somit 4 Félle:

1. Falla=1:
Setzen wir a = 1 in das lineare Gleichungssystem ein, folgt:

Dies fiihrt zu einer Stufe der Lange 3, da nur die erste Zeile mit Informationen versehen ist. Wir
wahlen x5 = b und x5 = ¢ fUr b, ¢ € R und berechnen

Xi+Xo+X3 =1 & xy =1-b-c.
Wir erhalten in diesem Fall die Ldsungsmenge

X1 X 1 —1 -1
L={|x]|eR®||xo| =[0|+b-] 0 |+c-| 1 | furbeRundceR
X3 X3 0 1 0

+

2.Falla=-2:
Setzen wir a = —2 in das lineare Gleichungssystem ein, erhalten wir:
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1 1 -2 1
0 -3
0 0

Aus der dritten Zeile folgt, dass fir a = —2 keine Lésung existiert.

3.Falla=0:
Setzen wir a = 0 in die Matrix ein (dies missen wir vor der Multiplikation mit a einsetzen) ergibt
sich:

Ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab und anschlieBend addieren wir die zweite auf die
dritte Zeile:

1 1 0] 1 10
o -1 1|0 ]| —~ —1 0
0 1 11 0 2

Aus der dritten Zeile ergibt sich

1
2 X3 =1 & X3 = .
3 3 =5
Setzen wir dies in die zweite Zeile ein, ergibt sich
1
—Xo+X3 =0 & Xxp = >
Insgesamt folgt mit der ersten Zeile
X{+Xo =1 & X 1
11X = 155

und wir erhalten die L6sung

4.Falla¢ {0,1, -2}:
In diesem Fall betrachten wir die dritte Zeile

(2-a°—a)-x3 = 1—a

und dividieren durch den Vorfaktor 2 — a2 — a, sodass wir

Y = 1-a 1
3T 2223  a+2
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erhalten. Setzen wir dies in die zweite Zeile ein, ergibt sich

1

@-1)x+(1-a)x3 =0 & x» =

2+a’
Insgesamt folgt mit der ersten Zeile
1 a 1
Xi+Xo+a X3 =1 & x4 = 172+a72+a & Xy = 5va’

Damit erhalten wir im vierten Fall die Lé6sungsmenge

X1 X1 ] 1

L = eR® = : firacR
X2 Xo 2+2 1
X3 X3 1

Lésung zu A.4.11
a) Wir schreiben das lineare Gleichungssystem in folgender Form auf:
< 1 i ‘ 1+ )
i 1 1—j
Nun ziehen wir das ,i“-fache der ersten von der zweiten Zeile ab und erhalten:
( 1 i ‘ 147 )
0 2 2-2j
Aus der zweiten Zeile ergibt sich
2:Xp =2-2i & Xp =1—1i.
Setzen wir dies in die erste Zeile ein, ergibt sich

Xi+i-Xo =1+i & x; =1+i—i-(1—-i) & x4 =0.

Wir erhalten als Lésung

b) Bei dieser Teilaufgabe betrachten wir:

Ziehen wir hier die erste von der zweiten Zeile ab und addieren die erste auf die dritte Zeile,
sowie im Anschluss die zweite Zeile vom Zweifachen der dritten Zeile abziehen, erhalten wir:

1 1 2 1 1 1 2 1



40 1. Lésungen

Da es sich bei dem betrachteten Kérper um den - handelt, ist dieses Gleichungssystem
aquivalent zu:

Somit folgt, dass eine Stufe der Lange 2 unter der zweiten Zeile existiert, sodass wir x3 = a
mit a € [F; wahlen. Damit berechnen wir aus der zweiten Zeile

2.x+6-x3 =0 & X, = —3a = 4a.
Dies eingesetzt in die erste Zeile ergibt
X1 +Xo+2:X3 =1 & xy =1-4a-2a=1-6a = 1+a

Damit erhalten wir die (endliche) Lésungsmenge

X1 X1 1 1
L = Xo EF? Xo = |0]|+a-|4| furaely
X3 X3 0 1

Lésung zu A.4.12

a) Wir berechnen die inverse Matrix, indem wir das folgende Gleichungssystem I6sen:

1 0o -1 1 0 O
2 1 5] 0 1 0
2 0 -1 0 O 1

Wir ziehen zunéchst das Zweifache der ersten von der zweiten und dritten Zeile sowie an-
schlieBend das Siebenfache der dritten von der zweiten Zeile ab und addieren die dritte auf
die erste Zeile:

0 -1 1 0 O 1 0 0 |-1 0 1
0 1 7 |-2 1 1 0 |12 1 -7
0 0 1 1-2 0 0 O -2 0 1

Damit lesen wir die inverse Matrix direkt auf der rechten Seite ab:

-1 0 1
12 1 -7
-2 0 1

b) Fur eine 2 x 2 Matrix wenden wir die Regel per Determinante an und erhalten die inverse
Matrix durch:

gt . ] -7 3\ _ 1 -7 3\ 1 (7 -8
T detB) \4 1)  1.7-34 \4 1) 5 \-4 1
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c) In diesem Fall liegt die Matrix bereits in unterer Dreiecksgestalt vor, sodass wir sie mittels
GauB-Algorithmus in eine Diagonalmatrix Uberfihren. Dazu betrachten wir das Gleichungs-
system:

O O O =
o O = DN
o = N
- N W s
o O O =
o O =+ O
o = O O
- O O O

Nun ziehen wir das Zweifache der vierten von der dritten, das Dreifache der vierten von der
zweiten und das Vierfache der vierten von der ersten Zeile ab:

1 2 3 0 1 0 0 -4
0 1 2 010 1 0 -3
0 o 1 0| 0 O 1 -2
0 0 O 1 0 0 O 1

Im Anschluss ziehen wir das Zweifache der dritten von der zweiten sowie das Dreifache der dritten
von der ersten Zeile ab:

1 2 0 O 1 0 -3 2
0 1 0 0O 1 -2 1
0 o 1 0| 0 O 1 -2
0 0 O 1 0 0 O 1

Als letztes ziehen wir das Zweifache der zweiten von der ersten Zeile ab und erhalten

0
0
1
0

o O O =
o O =+ O
- O O O

Wir lesen die Inverse auf der rechten Seite ab:

c' =

o O O =
o
—_
o

Lésung zu A.4.13
Aus den Berechnungen der Aufgabe A.4.10 wissen wir, dass wir nur fiir a=1 und a = —2 keine
eindeutige Losung erhalten, sodass die Matrix fir a € R\{1, —2} invertierbar ist.
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Lésung zu A.4.14

Zur Lésung betrachten wir das lineare Gleichungssystem und nutzen in dieser Aufgabe beispielhaft
die Reduzierung modulo 5, statt der Multiplikation mit negativen Zahlen. Beide Varianten sind in
F,, valide Lésungen:

Nun addieren wir das Zweifache der ersten auf die zweite und dritte Zeile und reduzieren die
Eintrdge modulo 5:

N
w
—_
—_
o
o
N
w
-
—_
o
o

3 1 0 O 2 3 1 0 O
0 3 2 1 0 0 3 1 2 1 0
0 5 4| 4 1 1 0O 0 41| 4 1 1

3 5|5 1 1 0 1
0 3 5|6 2 1 0O 3 0 2 1
0 0 4| 4 1 1 0 0 4| 4 1 1

Nun addieren wir das Vierfache der zweiten auf die dritte Zeile und reduzieren die Einheitsmatrix
modulo 5:

0O 0| 4 9 5 2 0| 4 4 1
—

0 1 2 1 0 0 1 2 1

0 0 4 4 1 1 0 0 4 4 1 1

Als Letztes multiplizieren wir die dritte Zeile mit 4, die zweite mit 2 und die erste mit 3, um die
Einheitsmatrix zu erhalten und reduzieren ein letztes Mal modulo 5:

6 0 012 12 3 1 0 o2 2 3
0 6 0| 2 4 2 o2 4 2
0 0 16 116 4 4 0 O 1 1 4 4

Damit ist die inverse Matrix durch

- N N
A~ AN
A~ N W



1.4 zu Vektorrdume 43

gegeben. Die Reduzierung nach jedem Schritt kann theoretisch nur einmalig am Ende durchge-
fihrt oder sogar ganz weggelassen werden. Oft werden die Rechnungen jedoch einfacher, wenn
wir gréBBere Zahlen direkt mittels Modulorechnung reduzieren. Eine Angabe der inversen Matrix mit
Elementen eines per Konvention festgehaltenen Reprasentantensystems (hier 0 bis 4) ist Gblich.

Lésung zu A.4.15
Dass es sich bei den drei Vektoren nicht um ein Erzeugendensystem des R® handelt, kénnen wir
schnell erkennen, denn es gilt beispielsweise

Wir wahlen die beiden linear unabhangigen Vektoren v und v3 aus und erganzen diese zu einer
Basis, dazu betrachten wir:
( 1 1 -1 )
2 0 O©

Ziehen wir das Zweifache der ersten von der zweiten Zeile ab erhalten wir
1 1 -1
0 -2 2
und erkennen eine Stufe der Lange zwei in der zweiten und dritten Spalte. Daher ist sowohl e, als

auch e3 eine moégliche Wahl zur Erganzung zu einem Erzeugendensystem. Wir entscheiden uns
fiir e, sodass wir das Erzeugendensystem

1 2\ (0
1 |,[o].]o
~-1) \o/ \4

angeben.

Lésung zu A.4.16

Da jedes Erzeugendensystem von drei Vektoren im R® automatisch eine Basis sein muss, da
dim(R3) = 3, wahlen wir vy, v» und v5 aus. Fiir den Basistausch schreiben wir die Vektoren in
Spalten in eine Matrix und setzen uy auf die rechte Seite, wir betrachten somit:

Nun ziehen wir das Zweifache der ersten von der zweiten Zeile und das Dreifache der ersten von
der dritten ab. AnschlieBend addieren wir die zweite auf die dritte Zeile:
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10 1| 1 10 1| 1
0 -1 -1 |-2 - . I
1 -1 |2 0 0 —2 |4

Der Einfachheit halber, dividieren wir die letzte Zeile durch —2 und addieren sie anschlie3end auf
die zweite Zeile und ziehen sie von der ersten ab:

0o 1] 1 1 0 0 |-1
1 -1 |-2 ’ —1
o 1] 2 0 0

Da in der ersten und letzten Zeile keine 0 auf der rechten Seite steht, kénnen wir u; entweder mit
v4 oder mit v3 tauschen. Damit ergibt sich beispielhaft eine neue Basis

{V17 Vo, U2}-

Lésung zu A.4.17
Eine Basis von C Uber R haben wir bereits mit {1, i} kennengelernt. Nun kombinieren wir diese
fir jede der beiden Komponenten zu folgender Basis:

1 i 0 0
0/°\o) " \1)"\i
Da wir insgesamt 4 Basisvektoren bendtigen, besitzt der Vektorraum C? tber R die Dimension 4.

Betrachten wir nun C2 tber Q:

Da bereits R Uiberabzahlbar und Q abzahlbar unendlich ist, vermuten wir, dass die Dimension von
C2 iber Q unendlich ist. Dabei méchten wir nicht beweisen, ob sie tiberabzahlbar unendlich oder
abzahlbar unendlich ist. Fir den Beweis betrachten wir zunachst R Gber Q:

Angenommen, der Vektorraum R Uber Q sei endlich dimensional. Dann existiert ein n € N,
sodass wir n verschiedene Basiselemente aus R finden. Diese bezeichnen wir im Folgenden mit
X1, ..., Xn € R. Damit wiirde folgen, dass wir jede reelle Zahl durch eine Linearkombination mit
Skalaren qy, ..., gn € Q darstellen kdnnen. Sei also x € R beliebig, so ist

X = qi-Xj.

™o

]
=y

Anders ausgedriickt: Es existiert eine surjektive Abbildung
f:Qx{x1, ... Xn} = R.

Diese Aussage ist jedoch falsch, da die Machtigkeit von Q x {x, ..., X,} abzahlbar unendlich ist.
Da Q abzé&hlbar und {xi, ..., X} endlich ist, z&hlen wir fir jedes x; mit i € {1, ..., n} einmal die
rationalen Zahlen ab und erhalten wieder eine abzéhlbar unendliche Menge. Mit der Surjektivitat
wére damit die Machtigkeit von R kleiner oder gleich der Machtigkeit von Q.

Da R c C, folgt damit, dass die Dimension von C und letztlich die Dimension von C? (ber
Q unendlich ist.
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Lésung zu A.4.18

a) Wir berechnen die Determinante direkt Uber die bekannte Formel:
det(A) = 1-(-2)—(-1)-2 = 0.

Damit besitzt die Matrix nicht vollen Rang. Da es sich bei A nicht um die Nullmatrix handelt,
muss rg(A) = 1 gelten.

b) Nach der Regeln von Sarrus folgt

det(B)

1-(-2)-4+2-1-1+1-1-3—-1-(-2)-1-83-1-1—-4-1.2
—-8+2+3+2-3-8
= —12.

Da die Determinante ungleich 0 ist, besitzt die Matrix B vollen Rang, also gilt rg(B) = 3.
¢) Wir berechnen erneut nach der Regel von Sarrus:
det(C) = 0-1-2+1-0.2+3-3.2-2-1.3-2.0-0-2-3-1
0+0+18—-6-0-6
= 6.

Auch hier ist die Determinante ungleich 0 und somit besitzt C vollen Rang, also gilt rg(C) = 3.

d) Bei dieser Aufgabe berechnen wir die Determinante mit Hilfe des Laplace’schen Entwick-
lungssatzes. Dabei entscheiden wir uns fir die Entwicklung nach der ersten Spalte, da dort
die meisten Nullen und die gréBte Zahl auftritt. Als Erstes versehen wir die Matrix mit den
nétigen Vorzeichen:

1+ 2= 3" 4
o~ 1+ 2= 1
-8* 1— -—-2* 37
o~ 1+ 0~ 4
Damit folgt:

1 2 1 2
det(D) = 1-det|1 -2 3| —8-det]1
1 0 4 1

3 4
2 1
0 4

Nun berechnen wir die Determinaten der auftretenden Matrizen mit der Regel von Sarus:

1 2 1
det|1 -2 3| =1-(—2)-4+2-3-1+1-1.0-1-(—2)-1-0-3-1-4-1.2
1 0 4
= -8+6+0+2-0-8
= -8
2 3 4
det|1 2 1| =2-2.4+3-1.1+4.1.0-1.2.4-0-1-2—-4-1-3
1 0 4

—16+3+0-8-0—12
= —1
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Insgesamt folgt

det(D) = 1-(~8)—8-(—1) = 0.

Damit besitzt die Matrix D keinen vollen Rang. Zur Bestimmung des genauen Rangs wenden wir
den GauB-Algorithmus an:

1 2 3 4
0 1 2 1
-8 1 -2 3
0 1 0 4

Nun addieren wir das Achtfache der ersten auf die dritte Zeile und anschlie3end ziehen wir das
17-fache der zweiten von der dritten Zeile sowie die zweite von der vierten Zeile ab:

1 2 3 4 T2 3 4
o 1 2 1 o 1 2 1
0 17 22 35 0 0 -—-12 18
0 1 0 4 0o 0 -2 3

Als Letztes ziehen wir die dritte Zeile vom Sechsfachen der vierten Zeile ab und erhalten:

1 2 3 4
0 1 2 1
0 0 -12 18
0 O 0 o

Insgesamt erhalten wir in der unteren Dreiecksgestalt eine Nullzeile, sodass rg(D) =4 — 1 = 3 gilt.

Lésung zu A.4.19
Zunachst berechnen wir die Determinante wie Ublich mit der Regeln von Sarrus:

det(A) = a-0-1+1-1.(-1)+a-1-1—-(-1)-0.a—-1-1-a—1-1-1
0-1+a—-0-a-1

= 2.

Die Determinante ist somit unabh&ngig vom Parameter a und fiir alle a € F; verschieden von 0.

Ist die Determinante verschieden von 0, besitzt die Matrix immer vollen Rang, dies bedeu-
tet, es ist rg(A) = min(m, n) wobei m und n fir die Zeilen- beziehungsweise Spaltenanzahl der
Matrix steht.

Ist die Determinante einer Matrix gleich 0, so besitzt sie keinen vollen Rang. Damit ist
rg(A) < min(m, n). Wir kbnnen aus der Determinante im Allgemeinen jedoch keine Aussa-
ge Uber die genaue H6he des Rangs treffen.
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Lésung zu A.4.20
Bilden wir aus den Vektoren die Matrix

so besitzt diese nach Sarrus die Determinante

1.1-1+0.0-0+1-1-1-0-1-1-1.0-1-1.1.0 = 2

und somit besitzt die Matrix vollen Rang. Dies ist &quivalent zu linear unabh&ngigen Spalten,
sodass wir drei linear unabhéngige Vektoren im R3 gegeben haben.

Fur die Orthonormalbasis wenden wir das Verfahren nach Gram-Schmidt mit euklidischer

Norm und euklidischem Skalarprodukt an:

a) Zunachst wahlen wir

1
Ui = V4 _ 1 _ \<§
"l T Va2 72
b) Als zweiten Vektor berechnen wir
s = Vo— < Uy, Vo > U4
1 1
0 ? 0 ?
= 1 —< ﬁ ; 1 > - ﬁ
1 0 1 0
1
0 ] ?
= 1 7'0"‘ 1+0'1 —_—
(e 1+0) |
1 0
0\ [z
_ 1
= 11|13
1 0
_1
2
= 1
2
1
Im Anschluss normieren wir diesen Vektor. Es ist
3 1\2 /1)\? 3
I = ﬂ—z) (3) 1=z
und damit erhalten wir
_1 -
RSN 3 A I e A I
S VBl Ve
V3
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c) Im nachsten Schritt berechnen wir den dritten Vektor

U3 = V3— < Uy, V3 > -Us— < Uy, V3 > -Uj.

Dabei ist
—1 1 —1
<Up,V3>-U < 1 1 (V) 1 1
2, V3 2 \/é ) \/é
1 2
—1
1
"6
2
und
1 1 1
<Uq,Vz>-U < 1 1 0| > !
1, V3>l =< —- ) =
2 2
v2 0 1 v2 0
1
— 1 . 1
T2
0
Mit diesen Zwischenergebnissen erhalten wir
1 —1 1
a 0 L 1 1 1
8 6 2
1 2 0
2
5 1 (2
=1-2] =_.]-2
23 3
3 2
AbschlieBend normieren wir diesen Vektor durch
~ 1 ’ 2
a
U3 = ~3  —_ _2
|\u3|| 2 2 2 2 2 2 3
§ § § 2
2
V8 L) .8
6 -3
2

Insgesamt erhalten wir die Orthonormalbasis

{U1 , U, U3} =



1.4 zu Vektorrdume 49

Lésung zu A.4.21
Zunéchst zeigen wir, dass es sich bei Uy und U, um Untervektorrdume handelt:

e Sowohl U, als auch U, sind nicht leer, denn beide enthalten die Nullfunktion f: R — R mit
f(x) = 0. Denn in diesem Fall ist sowohl

als auch

e Nehmen wir zwei Elemente f;, f, € Uy her. Dann kénnen wir direkt
(fi+H)(x) = f(x)+ha(x) = f1(=X)+fo(=X) = (f +2)(—X)

berechnen, sodass f; +f, € Uy ist.

Nehmen wir zwei Elemente hy, hy € Uy, so berechnen wir analog
(h1 +h2)(=x) = hy(x)+ha(=x) = (=h1(x))+(=h2(x)) = —(hy +h2)(x),
sodass hy + hs € U gilt.

e Betrachten wir im Folgenden f € Uy, h € U sowie )\ € R, so ist

(A-f)(—x) sowie

—(A-Hx),

N-HX) = AFx) = AF(—x)
(A-h)(=x) = X-h(=x) = X\ (=h(x))

sodass sowohl \-f € Uy als auch X-h € Us gilt.
Mit obigen Rechnungen folgt, dass Uy und U, Untervektorrdume sind.

Far die direkte Summe reicht es zu zeigen, dass wir jede Funktion f : R — R durch eine
Summe von zwei Funktionen f; € Uy und f, € U, darstellen kénnen. Dies erhalten wir mit
folgender Rechnung:

(0 = 3 () +£(-x)) + 3 -(F00) ~ ()
Nun ist fiir h(x) = 1 - (F(x) + F(—x))
P = () +F0) = 2 () +F(x) = (x),

-
c:
=
Q
—
-~
1l
=
—
-
—
>
-~
|
-
—
|
x
~
=
Q
=

sodass g(x) € U, gilt.

Insgesamt haben wir somit zwei Funktionen h € Uy und g € U, gefunden, sodass f = h+g
fur alle f € V gilt, damit gilt

U o U, = V.
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Lésung zu A.4.22
Zunachst zeigen wir, dass es sich bei obiger Konstruktion von < x, y > um ein Skalarprodukt
handelt. Dazu zeigen wir die Bedingungen (S1) bis (S4) aus der Definition des Skalarprodukts:

e (S1) Bilinearitat 1:

Seien x, ¥,z € R? und A € R, dann gilt

Ax+y)T Az = ((Ax)T+y) Az =x"-Az2)+(y"-A-2)
A<X,Z>+<Y,Z>.

<AX+Y,Z>

e (S2) Bilinearitat 2:

Seien x, y, z € R? und x € R, dann gilt

<X, p-y+z> = xT-A~(,u~y+z) = xT~A~u'y+xT~A-z = (u~xT~A~y)+(xT»A~z)

<X, Y >+<X,Z>.

e (S3) Symmetrie:

Fur die Symmetrie berechnen wir fiir x, y € R% mit x = <X1> und y = <y1>
X2 Y2

<x,y>=x"-Ay=x". 2 1) (7
1 2 Yo
_ 2y1+y2
- (x1 x2>-
y1+2y
= 2X1Y1+X1Y2 +Xo)1 +2Xo)>
sowie
2 1
<y,x>=yT~A.x=yT.< >.<X1>
1 2 Xo

b ) (2]

2y1X1 + Y1 X2+ YoXq + 2Y2Xo.

Da die beiden Ergebnisse lbereinstimmen, ist die Symmetrie erfllt.

e (S4) Nicht-Negativitat und Definitheit:
Aus der Rechnung unter (S3) entnehmen wir fir x, y € R?, dass

<X, Y > = 2X1Y1 +X1Y2 + XoY1 +2X2)2

gilt. Setzen wir statt x und y nun x und x ein, folgt somit

<X, X > = 2X5 4 2X1Xp +2X5 = XP+ (X2 +2x1Xp +X3) + X5 = X2+ (X1 +X0)? +X5.

Da auf der rechten Seite nur Quadrate auftreten, ist dieser Wert fiir jedes x # 0 immer positiv
und nur 0, wenn wir den Nullvektor einsetzen, sodass ebenfalls (S4) erfillt ist.
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Damit handelt es sich bei < ., . > um ein Skalarprodukt und wir berechnen

< (;) <_01> >=2.1:(—1)+1.042-(-1)+2.2.0 = —4.

Dieser Wert ist zwar negativ, aber wir miissen beachten, dass die Nicht-Negativitat fur < x, x >
und nicht allgemein fir < x, y > qilt.

Die Wahl der Matrix A ist bei dieser Konstruktion wichtig. Beispielsweise fiir die Nullma-
trix ware das Skalarprodukt fiir jegliche Kombination von Vektoren immer 0 und somit kein
Skalarprodukt.
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zu Lineare Abbildungen

Lésung zu A.5.1
Damit es sich bei einer Funktion f um eine lineare Abbildung handelt, miissen die folgenden beiden
Voraussetzungen flr u, v € V und X € K erflllt sein:

o f(u+v) = f(u)+1f(v)
o f(A-u) = \-f(u)
Damit gilt:

a) Wahle beispielhaft x =y =1 € R, so qilt

f1+1) = f(2)
() +f(1) = (2-1—1)+(2-1-1)

2.-2—1
1+1

1]
w

und

I
N

sodass f keine lineare Abbildung ist.

b) Seien x = X Y= Y1) e R2. Dann gilt
X2 Y2

gix+y) = g((xq +y1, X2 +y2)) = (Xq+y1)+(Xa+Y2) = (Xq+X2) + (V1 +y2) = g(X)+9(¥).
Sei zusatzlich A € R, so folgt
gA-x) = g((A-x1, A-x2)) = (A-X9)+(A-X2) = A-(X1+X2) = A-g(X).

Damit handelt es sich bei g um eine lineare Abbildung.

c) Seien x = X Y= Y1) e 2. pann gilt
X2 Y2

h(x+y) = h((x1 +y1, Xo+Yy2)) = (X1 ;/(1)(15;)}/2) = <X12~x)1(2> + <y12~y}1/2> = h(x)+h(y).

Sei zusatzlich A € R, dann folgt

AV -x) = h((\-x1, A-Xp) = (2’?;;“) Y <X12;1X2> = A -h(x).

Damit handelt es sich bei h um eine lineare Abbildung.

d) Betrachten wir die beiden Vektoren x = (1,0, 0)" sowie y = (0, 1,0)7, so gilt auf der einen
Seite

k(x)+k(y) = max(1,0,0)+max(0,1,0) = 1+1 = 2,
jedoch auf der anderen Seite
k(x+y) = max(1,1,0) = 1.

Somit ist k keine lineare Abbildung.
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Lésung zu A.5.2

a) Fir den Kern berechnen wir

)= )

sodass aus der ersten Zeile x = —y und aus der zweiten Zeile x = y folgt. Fassen wir diese
Bedingungen zusammen, muss x = y = 0 folgen, somit ist

- {3}

Mit der Dimensionsformel erhalten wir
dim(V) = dim(ker(f))+dim(im(f)) < 2 = 0+dim(im(f)) < dim(im(f)) = 2.

Da dim(V) = dim(im(f)) ist im(f) = R?.

Aus ker(f) = {0} folgt, dass f injektiv ist. dim(V) = dim(im(f)) impliziert die Surjektivi-
tat von f, sodass f insgesamt bijektiv ist.

b) Flr den Kern berechnen wir das lineare Gleichungssystem

Zunachst addieren wir das Zweifache der ersten auf die zweite und dritte Zeile:

2 0 8 0] 0 2 0 8 0] 0
0 1 16 1 0 0 1 16 1 0
0 1 16 0[] O 0o o0 0 -1 0

Es liegt somit eine Stufe der Lange 2 bei den Variablen x, und x3 vor, sodass wir x = a flr
a € R wahlen.

Aus der letzten Zeile folgt x4 = 0, sodass wir aus der zweiten Zeile
Xo+16-X3+X4 = 0 & X = —16a
und aus der ersten Zeile
2.xX1+8:x3 =0 & x4 = —4a

erhalten. Damit erhalten wir die Lé6sungsmenge

X1 X1 -4

X: X: —-16
L = lert | |72 = a

X3 X3 1

X4 X4 0
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beziehungsweise wir erhalten den Kern

ker(f) =< >

Theoretisch setzen wir das Bild nach und nach in die lineare Abbildung ein. Um unnétigen
Rechenaufwand zu vermeiden, entscheiden wir uns flr die Standardbasis {e;, €, €3, €4}.
Durch die spezielle Konstruktion der linearen Abbildung f(x) = A-x und einer Matrix A ergibt
dies die entsprechenden Spalten der Matrix, sodass

2 0 8 0
f(e1) =| -4 f(eg) =11 f(e3) =10 f(e4) =11
—4 1 0 0

Aus diesen vier Vektoren wéhlen wir nun die maximale Anzahl an linear unabhangigen Vekto-
ren aus. In unserem Fall kbnnen wir jedoch erneut mit der Dimensionsformel argumentieren,
dass

4 =dim(R*) = dim(ker(f)) +dim(im(f)) = 1+dim(im(f)),
sodass dim(im(f)) = 3 gilt. Da der Zielraum R3 ebenfalls Dimension 3 besitzt, ist im(f) = R3.
Da der Kern der Abbildung mehr als nur den Nullvektor enthalt, ist die lineare Abbil-

dung nicht injektiv. Da das Bild mit dem Zielraum Ubereinstimmt, ist sie surjektiv und damit
insgesamt nicht bijektiv.

c) Fir den Kern betrachten wir

X1 —Xo
X2—=X3 | =

o O O

X3 — X4
sodass Xy = X», Xo = X3 und X3 = x4 folgt, also insgesamt

1
ker(f) =< | 1] >.
1

In diesem Beispiel kdnnen wir nicht direkt mit der Dimensionsformel argumentieren und set-
zen eine Basis. Wir wahlen wieder die Standardbasis und setzen in die lineare Abbildung
ein:

f(eq) = 0 f(eo) = 1 flez) = | —1

Nun erkennen wir, dass
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sodass diese drei Vektoren linear abhangig sind. Da f(eq) und f(e») offensichtlich linear un-
abhangig sind, wahlen wir diese flir eine Basis des Bilds und erhalten

1 -1
imf)y =< 0], 1]>.
-1 0
Da der Kern nicht nur aus dem Nullvektor besteht, ist die Abbildung nicht injektiv und da

die Dimension des Bilds kleiner als die des Zielraums ist, ist sie auch nicht surjektiv und
insgesamt nicht bijektiv.

d) Fir den Kern betrachten wir das lineare Gleichungssystem

1 210
—1 0| O
0 310

Zunachst addieren wir die erste auf die zweite Zeile und im Anschluss ziehen wir das Drei-
fache der weiten vom Doppelten der dritten Zeile ab:

1 2] 0 1 21| 0
0 2] 0 0 2|0
0 310 0

Wir erhalten eine eindeutige Ldésung x» = x4 = 0, sodass

ker(f) = {0}.
Fir das Bild setzen wir erneut die Standardbasis ein und erhalten:
1 2
fler)=| —1 fle2)= 10
0 3

Da diese beiden Vektoren linear unabhangig sind, gilt

1 2
imf) =<|-11],]0]>.
0 3

Damit ist wie im letzten Beispiel f weder injektiv noch surjektiv und somit nicht bijektiv.

Lésung zu A.5.3

a) Wir starten mit den Bildern der Standardbasis

fley) = (;) fles) = (‘31>

Obige Matrix ist die Abbildungsmatrix von f.
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b) Erneut setzen wir die Einheitsvektoren in die lineare Abbildung ein und erhalten:

V2 0 0
fley)=1] 0 fes) =11 fee) = | —1
0 0 0

Bilden wir mit diesen Vektoren die Spalten einer Matrix erhalten wir die Abbildungsmatrix

V2 0 0
0 1 —1
0 0 O

Lésung zu A.5.4

a) Um die Transformationsmatrix zu erhalten, stellen wir die Basisvektoren aus v in den Basis-
vektoren aus w dar. Dazu betrachten wir das Gleichungssystem mit den Basisvektoren aus
w auf der linken Seite und den Basisvektoren aus v auf der rechten Seite:

<23‘1—1>
i 112 2

Nun ziehen wir die erste vom Zweifachen der zweiten Zeile ab und addieren im Anschluss
das Dreifache der zweiten Zeile auf die erste Zeile:

2 3 1 -1 ( 2 0|10 14 )
—
0o -1 3 5 0o -1 3 5

Dividieren wir als letzten Schritt die erste Zeile durch 2 und die zweite Zeile durch (—1),
erhalten wir auf der rechten Seite die Transformationsmatrix

5 7
TY = .

b) Wir betrachten erneut das Gleichungssystem mit den Basisvektoren aus w auf der linken
Seite und den Basisvektoren aus v auf der rechten Seite:

Zunachst ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab und addieren anschlie3end die zweite
auf die dritte Zeile:

1 0] 1 -1 2 1 1 01 -1 2
-1 1|0 2 -3 ’ 0 -1 1|0 2 -3
1 1]-1 0o 1 0 0 2|1 2 -2

Als Nachstes ziehen wir die dritte Zeile vom Zweifachen der zweiten Zeile ab und addieren
nachfolgend die zweite auf das Zweifache der ersten Zeile:
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1 0 1 —1 2 2 0 0 3 0 0
-2 0 1 2 —4 0 -2 0 1 2 —4
0 2 |1 2 -2 0 2 |1 2 -2

Dividieren wir die erste Zeile durch 2, die zweite Zeile durch (—2) sowie die dritte Zeile durch
2, erhalten wir die Basiswechselmatrix

3
8 0 o0
Tw=|-4 -1 2
1
-5 1 -

Lésung zu A.5.5

a) Zunéchst bilden wir die Basisvektoren von v mit der linearen Abbildung f ab, und stellen

das Ergebnis in der Basis w durch ein geeignetes lineare Gleichungssystem dar:
Es ist

w () - )

Diese Vektoren mbchten wir nun in der Zielbasis w darstellen. Statt eines linearen Glei-
chungssystems sehen wir die Darstellung in diesem Beispiel schnell:

)40 () -
G- ()

sodass wir die Darstellungsmatrix direkt durch obige Faktoren angeben kénnen:

~1 49
M\‘f',(f)=<12 0)-

b) Zunachst entschliisseln wir die mathematische Schreibweise der Bilder der Standardbasis.

1 0 0 1
fley) = | 1|, flea) = | 1|, fles) = | 0|, f(ea) = | O
0 1 1 0

Im Anschluss berechnen wir die Bilder der Basis v = {v4, Vo, v3, V4 } unter der f und nutzen
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explizit die Eigenschaft der Linearitat aus:

1 0 0 1
f(vi) = f(ey)+f(e2)—f(e3) = |1|+|1]-]0 = |2
0 1 1 0
1\ /o 1
flvo) = —f(eq)+f(ez) = — 1|+ = 0
0 1
2 0 0 1 3
f(va) = 2-f(ey)—f(ez)+f(ez)+f(es) = |2|—|1|+|O|[+]|Of = |1
0 1 0 0
0\ /1 1
f(va) = —f(ez)—f(es) = —|0]+]0O = 0
1 0 1

Im nachsten Schritt stellen wir die Bilder der Basisveketoren aus v mit den Basisvektoren
auf w dar und betrachten daher folgendes lineare Gleichungssystem (Basisvektoren aus w
auf die linke, Bilder von v auf die rechte Seite):

Als Nachstes ziehen wir die dritte Zeile vom Zweifachen der zweiten Zeile ab
1 0 1 -1 3 -1
0 -2 0 1 0 -2 0
0 0 2 1 2 -2 2

und anschlie3end addieren wir die zweite auf das Zweifache der ersten Zeile:

2 0O 0|3 -2 4 -2
0o -2 0 1 0 -2 0
0 0 2 1 2 -2 2
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Dividieren wir durch die Diagonalelemente auf der linken Seite erhalten wir die Darstellungs-
matrix:

¢) Wir beginnen mit der Abbildung der Basisvektoren aus v mit f:

)0
A

Im Anschluss stellen wir obige Bildvektoren durch die Basis w = v dar, indem wir folgendes
lineare Gleichungssystem lésen:

1 —1 ‘ 3 1

1 1 1 -3

Nun ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab und addieren im Anschluss die zweite auf
das Zweifache der ersten Zeile:

1 -1 ‘ 3 1 . 2 0 ‘ 4 -2
0 2 |-2 -4 0 2 |-2 -4
Dividieren wir beide Zeilen durch 2, erhalten wir die Darstellungsmatrix

M) = (_21 :;) .

fn) = A-v

Il Il
— T
CL) —
N——
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zu Normalformen

Lésung zu A.6.1

a) Wir starten mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms:

XA(A)

T T N
det(s _1_A>_(3 A (1= =5-(=1) = (-3)—2-A+)245

N _2.\+2

Im nachsten Schritt berechnen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms in R:

xa(A) = 0
S N—2.20+2 = 0
o M2 = 1+£y/12-2
& Mo = 1£V-1

Da v/—1 in R nicht existiert, zerfallt das charakteristische Polynom nicht in Linearfaktoren
und A ist damit nicht Uber R diagonalisierbar.

b) Erneut starten wir mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms, in diesem Fall mit
der Regel von Sarrus:

Il
o
0}

-
—

I

>
—

xa(A)
i 1 1=

A=N-(=N-=N+1-Tei+i-t A= =N)-i=1-1-(1=X)=(1=X)-1-1

(=2 X422 (i =N +i+i+(i—N—(1 =N —=(1=))

P—2i A+i- X2 —A+2- X2 - X\3+3i+1—2

A3 (240)- N2 —2i-N—2+4i

In einer Klausur sollte an dieser Stelle mindestens eine Nullstelle fir eine Polynomdivision
gegeben sein. Mit genug Zeit findet man durch Ausprobieren die Nullstelle

A= 1-i
und mit der Polynomdivision:
(=X3+  (2+0)-N°— 2i-A—2+4i) :(A—(1—=i) == 2+(1+2)-A+(3—1)
- N+ (1=0)-)3)
(1+2i)-X°—  2i-)\
—(—(1+20)-X°— (3+i)-\)
(B—i)-A—2+4i

—((8—1i)-A—2+4i)

0
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Nun erhalten wir die weiteren Nullstellen mittels p —g—Formel:

N +(1+2))-A+(B8—i) = 0
& XN —(1+2)-A-B-i) = 0
. N 2
o dog = 1 4/(HE) +@-))
= )\2!3 = 1E2i + \/ (1+fi)2 + (3 —I)
o doa = a1 ((1+20244-3 1))
YN Aoz = 1+22’:i%-\/(1+2i)2+12—4i
& Ao = 1+22’.i%-\/1+4i+4i2+12—4i
VN Aoz = 1+22"j:%-\/1+4i—4+12—4i
54 /\273 = 1221':f:%'\/§
= /\273 = 1E2I:E%
Dies flihrt zu den beiden weiteren Nullstellen
Ao = 1;&*; = 24
und
1+2i 3 .
)\2 = 2 —é = —1+I.

Im n&chsten Schritt berechnen wir die zugehérigen Eigenvektoren:

Fur A =1 —i betrachten wir ker(A — (1 —i) - I3) und somit das lineare Gleichungssystem:

i 1 i 0
1 —1+2i 1 0
i 1 i 0

Nun addieren wir das i-fache der ersten auf die zweite Zeile und ziehen die erste von der
dritten Zeile ab:

i 1 i 0
0 —-1+3i 0 0
0 0 0 0

Aus der zweiten Zeile folgt direkt, dass x» = 0 gelten muss. Damit wahlen wir x3 =afirae C
und erhalten mit der ersten Zeile

[-X{+Xo+i-Xg = & X1 = —a.
So kénnen wir den Eigenraum kompakt durch

-a -1
Eigll+i)=<| 0 | >=<] 0 | >

beschreiben.

Betrachten wir im Folgenden X\ = 2 +i, so erhalten wir durch ker(A — (2 +i) - I3) das
lineare Gleichungssystem
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—1—i 1 i 0
1 -2 1 0
i 1 —-1-i] O

Zunachst tauschen wir die erste und zweite Zeile, um die benétigten Rechnungen zu verein-
fachen:

1T 2 A 0
i 1 i 0
i 1 —1-i| 0

Im Anschluss addieren wir das (1 +/)-fache der ersten auf die zweite Zeile und ziehen das
i-fache er der ersten von der dritten Zeile ab:

-2 1 0
0 —1-2i 1+2j 0
0 1+42i —1-2i 0

Addieren wir nun die zweite auf die dritte Zeile erhalten wir:

-2 1 0
0 —-1-2i 1+2i 0
0 0 0 0

Aufgrund der Stufe der Lange 2 wéahlen wir x3 = a fiir a € C. Dies ergibt mit der zweiten Zeile
(—1-2)-x+(1+2i)-x3 = 0 & xo = a.
Aus der ersten Zeile folgt
Xi—2-Xo+X3 = 0 & xq = a.

Insgesamt erhalten wir den Eigenraum

Eig2+i) =<la|>=<|1]>.

Zuletzt betrachten wir A = —1 +/ und erhalten das lineare Gleichungssystem:

2—i 1 i 0
1 1 1 0
i 1 2—i 0
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Anschlie3end ziehen wir das (2 —i)-fache der ersten von der zweiten Zeile sowie das i-fache
der ersten von der dritten Zeile ab:

1 1 1 0
0 —1+i —2+2i 0
0 1—i 2—-2i 0

Addieren wir im Folgenden die zweite auf die dritte Zeile, ergibt sich:

1 1 1 0
0 —1 4] —2+2i 0
0 0 0 0

Da erneut eine Stufe der Lange 2 entsteht, wahlen wir x3 = a flr a € C und berechnen mit
der zweiten Zeile

2-2j

—1+i

(—1+i) - Xx+(—2+20)-x3 =0 & Xo =

Dabei ist

2-2/ _ (2-2)-(-1-) _ (-2+2%)+(2-2).i -4 _
B N B

sodass wir insgesamt
Xo = —2a
erhalten. Damit folgt aus der ersten Zeile
Xi+Xo+x3 =0 & x4 = a

und wir erhalten den Eigenraum

a 1
Eig(—1+i) =< | -2a|>=<|-2]>.
a 1

Letztlich kénnen wir mit den Eigenvektoren die Matrix

-1 1 1
S = o 1 -2
1 1 1
bilden, sodass
1—/i O 0
D=| 0 2+ 0 =S-A-S'

0 0 —1+i

gilt.
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c) Wir starten mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms mit dem Entwicklungssatz
von Laplace, da die Matrix viele Nullen enthélt. Dabei entwickeln wir nach der dritten Zeile
und es ergibt sich:

0o-x 1 -2
-2 1
det{f -1 2-x -2 = (—1—-)\)-det
-1 2-X
0 0 1=

(=1=2-((=1)-2=X1)+1)

(=1=X)-(N2=2-1+1)

= X242 01234202

A PLEPE

XA(A)

In diesem Fall erkennen wir schnell, dass A = 1 eine Lésung ist und erhalten mit Polynomdi-
vision:
(=X3+ X+ XN —1):(A=1)=—)X2+1
— (=X%+ )P

Die verbleibenden Nullstellen sind somit A = 1, also mit algebraischer Vielfachheit 2 und
A = —1 mit algebraischer Vielfachheit 1.

Insgesamt zerfallt das charakteristische Polynom Uber R in Linearfaktoren, sodass wir
im nachsten Schritt die Eigenvektoren berechnen:

Wir starten mit dem Eigenwert A = 1, um frihzeitig zu erkennen, falls die Matrix nicht
diagonalisierbar ist. Dazu berechnen wir ker(A — 1 - I3 und betrachten das folgende lineare
Gleichungssystem:

Ziehen wir nun die erste von der zweiten Zeile ab, erhalten wir
-1 1 -2 0
0 0 0 0
0 0 -2 0

und kénnen aufgrund einer Stufe der Lange 2 flir a € R den Wert x, = a annehmen. Aus der
dritten Zeile folgt x3 = 0 und insgesamt damit aus der ersten

—X1+Xo—2-X3 = 0 & xq = a.
Damit erhalten wir die Lésungsmenge und somit den Eigenraum zum Eigenwert \

a 1
Eig\) =< la|>=<|1]>.
0 0
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Wir sehen also, dass die Dimension des Eigenraums und damit die geometrische Vielfach-
heit 1 betragt, wahrend die algebraische Vielfachheit zum Eigenwert 1 2 betragt. Damit ist
die Matrix A nicht diagonalisierbar.

Wir starten mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms:

xa(A) det<2_A 1 >=(2—>\)-(3—/\)—(—1)-1

-1 3-2A
6—-5-A+X\2+1
N —5.\+7

Wir erhalten die Eigenwerte durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

xa(\) = 0
& N-52+7 = 0
2
= )\1’2 = g:l: (g) -7
= /\1’2 = g:l:\/%Ts—7
<~ )\1’2 = g:l: —%

Da die Wurzel in R nicht existiert, zerfallt das Polynom Uber R nicht in Linearfaktoren und A
ist somit nicht diagonalisierbar.

Wir erhalten das gleiche charakteristische Polynom wie im letzten Beispiel und erhalten die

Nullstellen:
3
Ty —3
Y
£330

Da wir eine 2x2-Matrix und zwei verschiedene Eigenwerte vorliegen haben, ist A diagonali-
sierbar.

Mg =
< )\1’2 =

Nl Nl

Im nachsten Schritt berechnen wir die Eigenvektoren:
Sei A\ = g + @ -i, s0 betrachten wir das lineare Gleichungssystem:

— 3. 1 0

1 3.
—1 VR 0

Um dieses Gleichungssystem zu I6sen, tauschen wir zundchst die erste mit der zweiten
Zeile, damit wir die Division von komplexen Zahlen umgehen kénnen. Wir betrachten also:
V3 ;

5 0

_1_
2

oG
-
—

0

Als Nachstes addieren wir das —% — @ -fache der ersten auf die zweite Zeile. Dazu be-
rechnen wir in einer Nebenrechnung das Produkt

1T V3 N\ (1 V3 .\ (1.3, V3 V3 .
2 2 )\ 2 T <4+4">+ 2 )"
= —1

und erhalten:
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=

V3 ;
( —1 — 3
0

0

. )

Da eine Stufe der Lange 2 vorliegt, wahlen wir xo = a mit a € C und aus der ersten Zeile
erhalten wir

1 V3. 1,V3 .
X1t |5 Xo=0 & x1=|z1+:i)-a

Somit erhalten wir:

Eig<g+£> =< <(

Analog betrachten wir fur A = 3 — §

=

i 1 0
1 T+3. 0
Zunéchst tauschen wir beide Zahlen zu :
—1 T+3. 0
13 1 0

Addieren wir nun das (—% + @ -i) -fache der ersten auf die zweite Zeile, ergibt sich:

Wahlen wir erneut x, = a fir a € C, erhalten wir aus der ersten Zeile

1 V3 . 1 V3 .
—Xq + E+7-/ Xo =0 & x4 =|z+—"1]-a

Dies fuhrt zum Eigenraum

sodass qilt:
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Lésung zu A.6.2
Fur die Diagonalisierbarkeit bendtigen wir zunachst das charakteristische Polynom:

-\ a

1
xa(\) = det
XA(N) (—a 1

) = (1—>\)2+a2 = A2 2. \+1+2°

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen wir mittels pg-Formel:

NM—2. +1+8° = 0
o Mp = 1= V12-(1+a9)
& Mo = H:\/—ia?
& Mgz = 1=Fa-i

Damit A Uber R diagonalisierbar sein kann, missen beide Eigenwerte reell sein, damit das cha-
rakteristische Polynom in Linearfaktoren zerféllt. Dies ist lediglich fur a = 0 der Fall und fur diese

spezielle Wahl von a gilt
A - 10 ,
0 1

sodass A bereits eine Diagonalmatrix, namlich die Einheitsmatrix, ist.

Da wir fir eine 2 x 2 Matrix zwei Eigenwerte A = 1+ a-i erhalten, muss die algebraische
Vielfachheit mit der geometrischen Vielfachheit Ubereinstimmen, wenn wir zwei verschiedene
Eigenwerte vorliegen haben. Durch Gleichsetzen folgt der Fall

1+ai=1-ai & 2-ai=0 < a-=0,

welchen wir bereits betrachtet haben und direkt zu einer Diagonalmatrix flihrt. Daher existiert kein
a € C, sodass Matrix A nicht diagonalisierbar ist.

Lésung zu A.6.3

a) Zunachst starten wir mit der Berechnung der Eigenwerte und daher mit dem charakteristi-
schen Polynom. Dabei nutzen wir bei der Determinante die untere Dreiecksgestalt der Matrix
A aus, sodass wir die Diagonalelemente direkt aufmultiplizieren kénnen:

1T-x 2 2 0
0 -1-x -2 0

A) = det = (1-23(-1-x

xa(A) 0 1.1 (1-2)7( )
0 0 0 1-A

Wir erhalten zwei verschiedene Eigenwerte. Den Eigenwert A = 1 mit algebraischer Viel-
fachheit 3 und den Eigenwert A = —1 mit algebraischer Vielfachheit —1.

Im nachsten Schritt berechnen wir die nétigen Eigen- beziehungsweise Hauptvektoren der
beiden Eigenwerte und starten mit A = 1. Dazu betrachten wir das lineare Gleichungssystem
zu ker(A—1-14):
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0 2 2 0 0
0 -2 —2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0

Als Nachstes addieren wir die erste auf die zweite Zeile und erhalten:

o O O O
O O O N
o O O N
o = O O
O O O O

Aus der dritten Zeile erhalten wir x4 = 0 und zusatzlich liegt in der ersten Zeile eine Stufe
der Lange 3 vor, sodass wir zwei Variablen frei wahlen dirfen. Wichtig ist an dieser Stelle
jedoch, dass wir nicht x, und x3 frei wahlen, da sich nur diese beiden durch die erste Zeile
bedingen. Wir entscheiden uns fir x5 = a und x4 = b fir a, b € R. Damit folgt aus der ersten
Zeile

2:X+2:x3 =0 & xo = —a

und wir erhalten den Eigenraum

0 b 0 1
— 0 —1 0

Eig(1) =< , >=< , >
9(t) a 0 1 0
0 0 0 0

der Dimension 2. Da die algebraische Vielfachheit gré3er als die geometrische Vielfachheit
ist, betrachten wir im Anschluss ker(A —1-14)? und berechnen daher

0 2 2 0 0 2 2 0 0 4 -4 2
0 -2 -2 0 0 -2 -2 0 0 4 4 -2
(A—1-14)% = =
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
und das lineare Gleichungssystem:
0 —4 —4 2 0
0 -2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Addieren wir die erste auf die zweite Zeile, erhalten wir

o O O O
o
o

o O O N

o O O ©o
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und erhalten eine Stufe der Lange 4, sodass wir drei Variablen frei wéhlen drfen, jedoch
nicht x», x3 und x4 gleichzeitig. Daher entscheiden wir uns fir x4 = a x3 = b und x4 = ¢ fir
a, b, c € R. Setzen wir dies in die erste Zeile ein, ergibt sich

(—4) xo—4-x3+2-x4 =0 & X =%-a—b.
Dies fuhrt zum Hauptraum der zweiten Stufe

0 0 c 0 0 1

]

5 —b 0 1 -1 0

Hau(1) = < 2°4 : , >=< : , >

b 0 0 1 0
0 0 2 0 0

mit Dimension 3. Da die algebraische Vielfachheit 3 betragt, sind wir an dieser Stelle fertig
und wahlen nun einen Vektor aus Hau(1), der nicht in Eig(1) enthalten ist, also

0
Voo 1
"o
2
Fir die erste Kette berechnen wir daher
0o 2 2 0 0 2
0 -2 -2 0 1 -2
Vo = (A—=1-1y)-vqy = =
2 = ( 4 oo o 1| ]o 2
0 O 0 O 2 0

Damit haben wir zwei Vektoren ausgewahlt, benétigen jedoch noch einen dritten, da die
algebraische Vielfachheit 3 betrdgt. Daher wéhlen wir einen zu diesen beiden Vektoren linear
unabhangigen Vektor v3 aus Eig(1) aus. Fir welchen genau wir uns entscheiden, ist dabei
nicht entscheidend. Wir wahlen

Es bleibt die Betrachtung des Eigenwerts A = —1 und ker(A+1-1,), sodass wir das folgende
lineare Gleichungssystem lésen:

2 2 2 0 0
0 0 -2 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0

Theoretisch kénnen wir an dieser Stelle bereits erkennen, dass eine Stufe der Lange 2 bei
den Variablen x4 und x, besteht, der Vollstandigkeit halber bringen wir die Matrix noch auf die
entsprechende Gestalt. Dazu addieren wir die zweite auf die dritte Zeile und im Anschluss
ziehen wir das Zweifache der dritten von der vierten Zeile ab und erhalten:
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2 2 2 0 0
0 0 -2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

Aus der zweiten Zeile folgt x5 = 0, wahrend aus der dritten Zeile x4 = 0 erkenntlich wird. Zu
bereits angesprochener Stufe der Lange 2 wéahlen wir x, = a fir a € R und berechnen aus
der ersten Zeile

2:X1+2:X2+2-X3 = 0 & x4 = —a.

Damit erhalten wir den Eigenraum

—a -1
Eig(—1) =< 2 >=< ! >

0 0

0 0

Da die algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils 1 entspricht, sind wir an dieser
Stelle fertig.

Ordnen wir die bisher berechneten Vektoren in einer Matrix an, wobei wir mit dem
einen Vektor zum Eigenwert A = —1 beginnen und im Anschluss die drei Vektoren zum
Eigenwert 1 hinzufligen. Dabei beginnen wir mit dem linear unabhangigen Vektor vz und
figen zuletzt den Hauptvektor und den Eigenvektor ein. Damit ist

-1 0 2 0
1 -1 -2 1
S =
0 1 2 0
0 0 0 1

Insgesamt haben wir einen Jordanblock der L&dnge 1 fiir den Eigenwert A = —1 und einen
Block der Lange 3 zum Eigenwert A = 1. Da wir eine Kette der Lange 2 (v4 und v») und eine
theoretische Kette der Lange 1 (v3) berechnet haben, entsteht so innerhalb des Blocks der
Lénge 3 ein Jordanblock der Lange 2 und einer der L&nge 1. Bereits ohne Rechnung kénnen
wir

1000
0 1 00

J = =S '1.A.8
0 0 1 1
0 0 0 1

angeben.
Wir starten erneut mit der Berechnung des charakteristischen Polynoms

2-)\ 2 -2
det 0 11— 1
0 -1 3=\

XA(A)

(2-83-A+)2)-(83—N)+0+0—-0+(2—-))—0
B—9-A+3-02—2.1+3-22-23+2_)
“X+6-02-12.)+8.

(2-N)-(1=A)-(B=A)+2:1:04(-2)-0- (1) =0-(1=X)-(~2) —(~1)-1-(2—= 1)~ (3-1)-0-2
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Im nachsten Schritt raten wir eine Nullstelle, indem wir alle Teiler von 8 durchgehen und
sehen, dass A = 2 eine Lésung ist. Daher berechnen wir mittels Polynomdivision

(=23+ BX°— 12X+ 8):(A\—2)=—-)\2+4-)—4

— (=234 2)2)
4)%— 12
—(4)32— 8))
—4X2+ 8
—(—4)+8)
0

und erhalten mit binomischer Formel:
X244 0—4 = —(A—2),
Es liegt somit eine dreifache Nullstelle A = 2 vor.
Im nachsten Schritt berechnen wir die zugehdrigen Eigen- beziehungsweise Haupt-

vektoren. Dazu betrachten wir zunachst ker(A — 2 - I3) und daher das folgende lineare
Gleichungssystem:

0 2 -2 0
0 —1 1 0
0 —1 1 0

Addieren wir nun die erste auf das Zweifache der zweiten und das Zweifache der dritten
Zeile, erhalten wir

0 2 -2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

und wéhlen wie im letzten Beispiel x5 = a sowie x; = b fir a, b € R. Damit ergibt sich aus der
ersten Zeile

2:X0—2-X3 =0 & X2 =a

und wir erhalten den Eigenraum

0 b 0 1
Eig2) =<l|al,|0]l>=<]|1],]0]>
a 0 1 0

mit Dimension 2. Da die algebraische Vielfachheit 3 betragt, bendtigen wir einen weiteren
Vektor und betrachten ker(A —2-/3)2 und berechnen

0 2 -2 0 2 -2 0 0O
0 0 O 00 O0O|=1]000
0 0 O 0 0 O 0 0O

Der Hauptraum zweiter Stufe ist somit gleich dem R® und wir wahlen als Basis die Stan-
dardbasis und benétigen keine weiteren Potenzen.
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Nun wahlen wir einen Vektor aus Hau(2) = RS, der nicht bereits in Eig(2) liegt und
entscheiden uns fur vy = e3. Anschlie3end berechnen wir die zugehdérige Kette mit

0 2 -2 0 -2
Vo = (A—2-I3)'63 = 0 -1 1 -10 = 1
o -1 1) \4 1

Da die Kette an dieser Stelle zu Ende ist (A —2- /5 = 0), gehen wir eine Potenz tiefer und
wéhlen einen zu v4 und v, linear unabhangigen Vektoren aus Eig(2). Wir entscheiden uns
fir den Vektor

0
V3 = 1
1
und erhalten die Transformationsmatrix
0 -2 0
S=1]1 1 0
1 1 1

Insgesamt erhalten wir die Jordan-Normal-Form

J:

O O N

0 0
2 1| =81.A.5
0 2
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